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L i n e a r  a n d  N o n l i n e a r  R o s s b y  W a v e s  i n  B a s i n s  b o t h  w i t h  a n d
w i t h o u t  a  T h i n  M e r i d i o n a l  B a r r i e r
b y
J u l i  A t h e r t o n
S u b m i t t e d  t o  t h e  J o i n t  P r o g r a m  i n  P h y s i c a l  O c e a n o g r a p h y
o n  N o v  2 0 ,  2 0 0 1 ,  i n  p a r t i a l  f u l f i l l m e n t  o f  t h e
r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e  d e g r e e  o f
M a s t e r  o f  S c i e n c e
A b s t r a c t
T h e  l i n e a r  a n d  n o n l i n e a r  R o s s b y  w a v e  s o l u t i o n s  a r e  e x a m i n e d  i n  h o m o g e n e o u s  s q u a r e
b a s i n s  o n  t h e  ß - p l a n e  b o t h  w i t h  a n d  w i t h o u t  a  t h i n  m e r i d i o n a l  b a r r i e r  I n  t h e  p r e s e n c e
o f  t h e  m e r i d i o n a l  b a r r i e r  t h e  b a s i n  i s  a l m o s t  p a r t i t i o n e d  i n t o  t w o ;  o n l y  t w o  s m a l l  g a p s
o f  e q u a l  w i d t h ,  d ,  t o  t h e  n o r t h  a n d  s o u t h  o f  t h e  b a r r i e r  a l l o w  c o m m u n i c a t i o n  b e t w e e n
t h e  e a s t e r n . a n d  w e s t e r n  s u b - b a s i n s .
S o l u t i o n s  a r e  f o r c e d  b y  a  s t e a d y  p e r i o d i c  w i i i d  f o r c i n g  a p p l i e d  o v e r  a  m e r i d i o n a l
s t r i p  n e a r  t h e  e a s t e r n  s i d e .  B o t t o m  f r i c t i o n  i s  p r e s e n t  t o  a l l o w  t h e  s o l u t i o n s  t o  r e a c h
e q u i l i b r i u m .  T h e  l i n e a r  s o l u t i o n  f o r  t h e  b a s i n  c o n t a i n i n g  t h e  b a r r i e r  i s  d e t e r m i n e d
a n a l y t i c a l l y  a n d  t h e  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s  f o r  b o t h  b a s i n s  a r e  f o u n d  n u m e r i c a l l y .
I n  t h e  l i n e a r  s o l u t i o n  w i t h  t h e  b a r r i e r  p r e s e n t ,  p a r t i c u l a r  a t t e n t i o n  w a s  p a i d  t o  t h e
r e s o n a n t  s o l u t i o n s .  W e  e x a m i n e d  t h e  e f f e c t s  o f  v a r y i n g  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  f o r c i n g
a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e ,  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  p e r i o d i c  f o r c i n g  a n d  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e
b o t t o m  f r i c t i o n .  F o r  e a c h  s o l u t i o n  w e  f o c u s  o n  h o w  t h e  n o  n e t  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n ,
w h i c h  i s  c e n t r a l  t o  a n y  s o l u t i o n  i n  a  b a r r i e r  b a s i n ,  i s  s a t i s f i e d .
T h e  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s  w e r e  s t u d i e d  f o r  b o t h  b a s i n  c o n f i g u r a t i o n s .  I n  e a c h  c a s e
t h e  t r a n s i t i o n  f r o m  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  t o  t h e  t u r b u l e n t  s o l u t i o n  w a s  e x a m -
i n e d ,  a s  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a n d  f o r c i n g  s t r e n g t h  w e r e  v a r i e d .  O n l y  i n t e g e r  m u l t i p l e s
o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a r e  p r e s e n t  i n  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s .  T h e  t u r b u l e n t
s o l u t i o n s  w e r e  a c c o m p a n i e d  b y  t h e  a p p e a r a n c e  o f  m a n y  o t h e r  f r e q u e n c i e s  w h o s e  e x a c t
o r i g i n s  a r e  u n k n o w n ,  b u t  a r e  p r o b a b l y  t h e  r e s u l t  o f  i n s t a b i l i t i e s .
A  h y s t e r e s i s  w a s  f o u n d  f o r  t h e  t u r b u l e n t  s o l u t i o n s  o f  b o t h  t h e  b a r r i e r - f r e e  a n d
b a r r i e r  b a s i n s .
I n  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s  o f  t h e  b a r r i e r  b a s i n  i t  w a s  p r e d i c t e d  a n d  c o n -
f i r m e d  t h a t  t h e r e  i s  n e v e r  a  s t e a d y  n e t  f l o w  f r o m  s u b - b a s i n  t o  s u b - b a s i n .  I t  w a s  a l s o
s h o w n  t h a t  w i t h  a  s y m m e t r i c  f o r c i n g  a l l  m o d e s  o s c i l a t i n g  w i t h  a n  o d d  m u l t i p l e  o f
t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a r e  s y m m e t r i c  a n d  a l l  m o d e s  o s c i l a t i n g  w i t h  e v e n  m u l t i p l e s  o f
t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a r e  a n t i s y m m e t r i c .
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T h e s i s  S u p e r v i s o r :  J o s e p h  P e d l o s k y
T i t l e :  S e n i o r  S c i e n t i s t
H e n r y  L .  a n d  G r a c e  D o h e r t y  O c e a n o g r a p h e r
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A c k n o w l e d g m e n t s
I  w o u l d  l i k e  t o  t h a n k  m y  a d v i s o r ,  J o e  P e d l o s k y ,  f o r  i n t r o d u c i n g  m e  t o  t h e  t h e  p r o b -
l e m  o f  s t u d y i n g  R o s s b y  m o d e s  f o r  v a r i o u s  b a s i n  c o n f i g u r a t i o n s  a n d  f o r  h e l p i n g  m e
p u b l i s h  m y  p r e g e n e r a l s  r e s e a r c h  ( p r e s e n t e d  i n  c h a p t e r  3  o f  t h i s  t h e s i s )  i n  I I  N u o v o
C i m e n t o .  I  a m  e s p e c i a l l y  g r a t e f u l  f o r  t h e  w a y  J o e  h a s  m a d e  h i m s e l f  r e a d i l y  a v a i l a b l e
f o r  d i s c u s s i o n s  a n d  f o r  h i s  p r o m p t n e s s  i n  r e t u r n i n g  m y  w o r k  a n d  p r o v i d i n g  f e e d b a c k .
I  w o u l d  a l s o  l i k e  t o  t h a n k  m y  c o m m i t t e e  m e m b e r s  M i k e  S p a l l ,  J o e  L a C a s c e ,  N e l s o n
H o g g ,  a n d  G l e n n  F l i e r l .  I n  p a r t i c u l a r ,  I  t h a n k  M i k e  S p a l l  f o r  g i v i n g  m e , h i s  m o d i f i e d
v e r s i o n  o f  M I C O M  w h e n  I  b e g a n  m y  r e s e a r c h .
S p e c i a l  t h a n k s  a r e  d u e  t o  t h a n k  m y  c l a s s m a t e  P a b l o  Z u r i t a  w h o  h a s  b e e n  a  g o o d
f r i e n d  a n d  h a s  h e l p e d  m e  i m m e n s e l y  i n  t h e  l a s t  f e w  y e a r s .  T h r o u g h  n u m e r o u s  d i s c u s -
s i o n s  w e  h a v e  h a d ,  I  h a v e  l e a r n t  a  g r e a t  d e a l  m e  m u c h  a b o u t  c o m p u t e r s  a n d  n u m e r i c a l
c o m p u t a t i o n .  T h i s  n o t  o n l y  h e l p e d  m e  t o  g e t  M I C O M  r u n n i n g ,  b u t  h a s  p r o v i d e d  m e
w i t h  s k i l s  t h a t  w i l  b e  v e r y  h e l p f u l  i n  t h e  f u t u r e .  I  a m  a l s o  g r a t e f u l  t o  P a b l o  f o r
a l l o w i n g  m e  t o  r u n  M I C O M  a n d  s t o r e  m y  r e s u l t s  o n  h i s  c o m p u t e r .
I  a m  i n d e b t e d  t o  B r i a n  A r b i c  w h o  d i r e c t e d  t h e  c o m p u t e r  H u r o n  m y  w a y  w h e n
h e  w e n t  t o  P r i n c e t o n .  H u r o n  h a s  b e e n  a  g r e a t  b e n e f i t  t o  m e  t h i s  l a s t  y e a r .  I  w o u l d
a l s o l i k e  t o  t h a n k  R i c h a r d  W a r d l e ,  F r a n c i s  P o u l i n ,  a n d  S a m a r  K h a t i w a l a  f o r  i n t e r e s t i n g
d i s c u s s i o n s  r e g a r d i n g  t h i s  t h e s i s .
L a s t ,  b u t  n o t  l e a s t ,  I  w o u l d  l i k e  t o  t h a n k  m y  p a r e n t s ,  s i s t e r ,  a n d  A d r i a n  f o r  a l l
t h e i r  e n c o u r a g e m e n t .
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r  =  0 . 0 2 .
B - 1 0  A m p l i t u d e  r e s p o n s e  c u r v e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  m e t h o d  p r e s e n t e d  i n  ¡ 3 )
T h e  p a r a m e t e r s  k  =  0 ,  m  =  2 ,  n  =  1 ,  f  =  1 ,  a n d ,  i s  =  0 . 1 2 6  c o r r e s p o n d
t o  o u r  f i r s t  n u m e r i c a l  r u n  w h e r e  ( . 9 ) ~ N  =  0 . 0 0 2 .  8 8
B - 1 1  M e a n  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  v s  f o r c i n g  f r e q u e n c y ,  W  P n . d . '  f o r  t h e
8 6
8 7
s e r i e s  o f  n u m e r i c a l  r u n s  w i t h  i n c r e a s i n g  n o n l i n e a r i t y .  N o t i c e  h o w  t h e
p e a k s  l e a n  t o w a r d s  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  a n d  t h e n  u l t i m a t e l y  d i s i n t e g r a t e .
A l s o ,  n o t e  t h e  t r a n s i t i o n  i n  t h e  s o l u t i o n  o c c u r r i n g  a t  t h e  n o n d i m e n -
s i o n a l  f r e q u e n c i e s  w P n . d . ,  0 . 0 7 7 5 ,  0 . 0 8 ,  0 . 0 8 7 5 ,  a n d  0 . 0 8 5  f o r  t h e  w i n d
f o r c i n g  s t r e n g t h s  ( . 9  ) ~ N  =  0 . 0 0 4 , 0 . 0 0 6 , 0 . 0 0 8 ,  a n d  0 . 0 1 ,  r e s p e c t i v e l y .  8 9
8
B - 1 2  E n v e l o p e s  c a l c u l a t e d  o v e r  o n e  f o r c i n g  p e r i o d  d e m o n s t r a t i n g  t h a t  t h e
w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  i s  d o m i n a t e d  b y  t h e  ( 2 , 1 )  m o d e  j u s t  b e f o r e
t h e  t r a n s i t i o n  w h i c h  o c c u r s  w h e n  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  i s  d e c r e a s e d .
( a )  ( ¥ - ) ~ N  =  0 . 0 0 4  a n d  w P n . d .  =  0 . 0 7 7 5 ,  ( b )  ( ¥ - ) ~ N  =  0 . 0 0 6  a n d
W P n . d .  =  0 . 0 8 2 5 ,  ( c )  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 0 8  a n d  W P n . d .  0 . 0 8 5  a n d  ( d )
( ó L J ) 2  =  0 . 0 1  a n d  W F  d  =  0 . 0 8 7 5 .  .  .  .  . ,  9 0
W N  n . .
B - 1 3  E n v e l o p e  p l o t s  t a k e n  o v e r  o n e  f o r c i n g  p e r i o d  s h o w i n g  t h e  s o l u t i o n  j u s t
a f t e r  t h e  t r a n s i t i o n  t o  t h e  v e r y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  w h e n  t h e  f o r c i n g
f r e q u e n c y  i s  d e c r e a s e d . ( a )  ( h L ) 2  =  0 . 0 0 4  a n d  W F  d  =  0 . 0 7 7 5 ,  ( b )
W N  . .
( ¥ - ) ~ N  =  0 . 0 0 6  a n d  W P n . d .  =  0 . 0 8 2 5 ,  ( c )  ( ¥ - ) ~ N  =  0 . 0 0 8  a n d  W P n . d .  =
0 . 0 8 5  ,  a n d  ( d )  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 1  a n d  w P n . d .  =  0 . 0 8 7 5  . . . . . . . . . .  9 1
B - 1 4  C o n t o u r s  o f  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n ,  ' ¥ ,  a t  2  d a y  i n t e r v a l s  f o r  t h e  s o l u t i o n
( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 0 4  a n d  W P n . d .  =  0 . 0 7 2 5 .  T h e  c o n t o u r s  s p a n  2 4  d a y s  o f
t h e  2 5 . 0 8  d a y  f o r c i n g  p e r i o d .  S o l i d  l i n e s  c o r r e s p o n d  t o  p o s i t i v e  s t r e a m
l i n e s  a n d  d o t t e d  l i n e s  c o r r e s p o n d  t o  n e g a t i v e  s t r e a m l i n e s .  T h e  c o n t o u r s
d o c u m e n t  t h e  w e s t w a r d  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  d u r i n g  o n e  f o r c i n g
p e r i o d .  N o t e  N  L  i n  t h e  f i g u r e  d e n o t e s  ( ¥ - )  ~  N '  9 2
B - 1 5  C o n t o u r s  o f  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n ,  ' ¥ ,  a t  2  d a y  i n t e r v a l s  f o r  t h e  s o l u t i o n
( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 1  a n d  W P n . d .  =  0 . 0 7 2 5 .  T h e  c o n t o u r s  s p a n  2 4  d a y s  o f
t h e  2 5 . 0 8  d a y  f o r c i n g  p e r i o d .  S o l i d  l i n e s  c o r r e s p o n d  t o  p o s i t i v e  s t r e a m
l i n e s  a n d  d o t t e d  l i n e s  c o r r e s p o n d  t o  n e g a t i v e  s t r e a m l i n e s .  T h e  c o n t o u r s
d o c u m e n t  t h e  w e s t w a r d  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  d u r i n g  o n e  f o r c i n g
p e r i o d .  N o t e  N  L  i n  t h e  f i g u r e  d e n o t e s  ( ¥ - )  ~  N '  . . . . . . . . . . . .  9 3
B - 1 6  T h e  m a x i m u m  z o n a l  a n d  m e r i d i o n a l  v e l o c i t i e s  p l o t t e d  v s  t h e  n o n d i -
m e n s i o n a l  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s ,  W P n . d . '  f o r  e a c h  s e t  o f  n o n l i n e a r  r u n s .
N o t e  N  L  i n  t h e  f i g u r e  d e n o t e s  ( ¥ - )  ~  N '  . . . . . . . . . . . . . . . .  9 4
B - 1 7  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  a t  t h e  p o i n t  ( 8 0 0 k m , 8 0 0 k m )
f o r  t h e  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s  w i t h  a  f o r c i n g  f r e q u e n c y  o f  W P n . d .  =  0 . 0 7 2 5 .
N o t e  N  L  i n  t h e  f i g u r e  d e n o t e s  ( ¥ - )  ~  N '  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  9 5
9
B - 1 8  C o n t o u r  p l o t s  o f  t h e  a b s o l u t e  v a l u e s  o f  t h e  s p a t i a l  c o e f f c i e n t s  o f  t h e
t e r m s  i n  a  F o u r i e r  t i m e  s e r i e s  w h i c h  o s c i l a t e  a t  f r e q u e n c i e s  t h a t  a r e
i n t e g r a l  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s .  N o t e  N  L  i n  t h e  f i g u r e
d e n o t e s  ( ¥ -  ) ~ N '  .  .  .  .  .  9 6
B - 1 9  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  f o r  d i f f e r e n t  p o i n t s  i n  t h e  b a s i n
a t  m i d - l a t i t u d e  o v e r  1 2 0 0  d a y s  ( a )  e a s t  s i d e ,  ( b )  m i d d l e ,  ( c )  w e s t  s i d e .
(  ¥ -  )  ~  N  =  0 . 0 0 4  a n d  W  P n . d .  =  0 . 0 7 2 5 ,  n o t e  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  a p p e a r i n g
a s  w e  p r o c e e d  w e s t .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  9 7
B - 2 0  F i n i t e  d i f f e r e n c e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  m o d e l  o u t p u t  f o r  t h e  t e r m s  i n  t h e
Q G  e q u a t i o n  e x c l u d i n g  t h e  f o r c i n g  t e r m .  ( ¥  ) ~ N  =  0 . 0 0 8  a n d  W F n . d .  =
0 . 0 8 5 .  T h i s  i s  j u s t  b e f o r e  t h e  s o l u t i o n  t r a n s i t i o n s  t o  t h e  t u r b u l e n t
r e g i m e  a t  W P n . d .  =  0 . ' 0 8 2 5 .  N o t e  N L  i n  t h e  f i g u r e  d e n o t e s  ( ¥ ) ~ N '  . .  9 8
B - 2 1  F i n i t e  d i f f e r e n c e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  m o d e l  o u t p u t  f o r  t h e  t e r m s  i n  t h e
Q G  e q u a t i o n  e x c l u d i n g  t h e  f o r c i n g  t e r m .  T h e  s o l u t i o n  h a s  a  w i n d
f o r c i n g  s t r e n g t h  ( ¥  ) ~ N  =  0 . 0 0 8  a n d  a  f o r c i n g  f r e q u e n c y  W P n . d .  =
0 . 0 8 2 5 .  T h i s  i s  j u s t  a f t e r  t h e  t r a n s i t i o n  t o  t h e  t u r b u l e n t  r e g i m e .  N o t e
N  L  i n  t h e  f i g u r e  d e n o t e s  ( ¥  ) ~ N '  .  .  9 9
B - 2 2  M e a n  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  v s  n o n d i m e n s i o n a l  f o r c i n g  f r e q u e n c y ,
W P n . d . '  T h e  r e s u l t s  p l o t t e d  b y  s q u a r e s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  s o l u t i o n  w a s
i n i t i a l i z e d  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  T h e  r e s u l t s  p l o t t e d  w i t h  t h e
a s t e r i s k  i n d i c a t e  t h a t  e a c h  r u n  w a s  i n i t i a l i z e d  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  t h e
p r e v i o u s  r u n  f o r c e d  a t  t h e  l o w e r  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  A  h y s t e r e s i s  i s
o b s e r v e d  f o r  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s  W P n . d .  =  0 . 0 8 5  f o r  z e r o  i n i t i a l  c o n -
d i t i o n s  a n d  W P n . d .  =  0 . 0 9  f o r  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  o f  l o w e r  f r e q u e n c y  r u n .  1 0 0
B - 2 3  ( a )  i s  t h e  R M S  o f  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n  j u s t  b e f o r e  t h e  t r a n s i t i o n  a n d
( b )  i s  t h e  R M S  o f  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n  j u s t  a f t e r  t h e  t r a n s i t i o n  w h e n
t h e  s o l u t i o n  i s  i n  i t s  w e a k l y  n o n l i n e a r  s t a t e .  T h e s e  r u n s  h a v e  b e e n
i n i t i a l i z e d  w i t h  s o l u t i o n s  f o r c e d  a t  a  l o w e r  f r e q u e n c y .  N o t e  N L  i n  t h e
f i g u r e  d e n o t e s  ( ¥ )  ~ N '  . . . . . .  1 0 1
1 0
B - 2 4  M e a n  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  o v e r  t h e  a r e a  o f  t h e  b a r r i e r  b a s i n  v s
f o r c i n g  f r e q u e n c y  f o r  r u n s  w i t h  f o r c i n g  s t r e n g t h s  o f  ( ¥ - )  ~  N  =  0 . 0 0 4
a n d  0 . 0 1  r e s p e c t i v e l y .  A l l  r u n s  w e r e  d o n e  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  1 0 2
B - 2 5  T h e  c o n t o u r s  o f  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n  f o r  a l l  t h e  s o l u t i o n s  f o r c e d  w i t h
a  s t r e n g t h  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 0 4  a n d  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s . .  .  .  1 0 3
B - 2 6  T h e  c o n t o u r s  o f  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n  f o r  a l l  t h e  s o l u t i o n s  f o r c e d  w i t h
a  s t r e n g t h  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 1  a n d  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  N o t e  t h e  s l i g h t
c h a n g e  i n  t h e  n o n l i n e a r i t y  o f  t h e  s o l u t i o n  i n  t h e  e a s t e r n  b a s i n  b e t w e e n
t h e  f r e q u e n c i e s  W P n . d  =  0 . 0 7 5  a n d  w P n . d .  =  0 . 0 7 7 5 .  T h e  s o l u t i o n  f o r c e d
w i t h  a  f r e q u e n c y  o f  W P n . d .  =  0 . 0 7 7 5  l o o k s  m o r e  l i n e a r  t h a n  t h e  t h e
s o l u t i o n  f o r c e d  a t  W P n . d .  =  0 . 0 7 5 .
1 0 4
B - 2 7  C o n t o u r s  o f  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n ,  ' l ,  a t  2  d a y s  i n t e r v a l s  f o r  t h e  s o l u t i o n
( P . L ) 2  =  0 . 0 0 4  a n d  W p  d  =  0 . 0 7 2 5  i n  t h e  b a r r i e r  b a s i n .  T h e  c o n t o u r s
W N  n . .
s p a n  2 4  d a y s  o f  t h e  2 5 . 0 8  d a y  f o r c i n g  p e r i o d .  S o l i d  l i n e s  c o r r e s p o n d  t o
p o s i t i v e  s t r e a m  l i n e s  a n d  d o t t e d  l i n e s  c o r r e s p o n d  t o  n e g a t i v e  s t r e a m
l i n e s .  T h e  c o n t o u r s  d o c u m e n t  t h e  w e s t w a r d  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n
d u r i n g  o n e  f o r c i n g  p e r i o d .  .  .  .  .
1 0 5
B - 2 8  C o n t o u r s  o f  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n ,  ' l ,  a t  2  d a y s  i n t e r v a l s  f o r  t h e  s o l u t i o n
( P . L ) 2  =  0 . 0 1  a n d  W p  d  =  0 . 0 7 2 5  i n  t h e  b a r r i e r  b a s i n .  T h e  c o n t o u r s
W N  n . .
s p a n  2 4  d a y s  o f  t h e  2 5 . 0 8  d a y  f o r c i n g  p e r i o d .  S o l i d  l i n e s  c o r r e s p o n d  t o
p o s i t i v e  s t r e a m  l i n e s  a n d  d o t t e d  l i n e s  c o r r e s p o n d  t o  n e g a t i v e  s t r e a m
l i n e s .  T h e  c o n t o u r s  d o c u m e n t  t h e  w e s t w a r d  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n
d u r i n g  o n e  f o r c i n g  p e r i o d .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  1 0 6
B - 2 9  C o n t o u r  p l o t s  o f ' l  a t  t w o  d a y  i n t e r v a l s  f o r  t h e  s o l u t i o n  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 1
a n d  w P n . d .  =  0 . 0 7 2 5 .  T h e  b a r r i e r  i s  p l a c e d  a t  1 4 2 0 k m  t o  t h e  e a s t  a n d
t h e  w i n d  f o r c i n g  i s  a p p l i e d  a l o n g  a  m e r i d i o n a l  s t r i p  f r o m  2 0 0 k m  t o
4 0 0 k m .
1 0 7
1 1
B - 3 0  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  a t  p o i n t s  a l o n g  t h e  m i d - l a t i t u d e .
( a ) ,  ( c ) ,  a n d  ( e )  a r e  t h e  s o l u t i o n s  f o r  ( ¥ - ) ~ N  =  0 . 0 1  a n d  W P n . d .  =
0 . 0 7 2 5 ,  w h i l e  ( b ) ,  ( d ) ,  a n d  ( f )  a r e  t h e  s o l u t i o n s  f o r  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 0 4  a n d
W P n . d .  =  0 . 0 7 2 5 .  ( a )  a n d  ( b )  a r e  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  o f  v e l o c i t i e s  i n
t h e  w e s t  o f  t h e  b a s i n ,  ( c )  a n d  ( d )  a r e  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  i n  t h e  m i d d l e ,
a n d  ( e )  a n d  ( f )  a r e  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  i n  t h e  w e s t  o f  t h e  b a s i n .  1 0 8
B - 3 1  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  o f  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  f o r  s o l u t i o n s  f o r c e d  a t  0 . 0 7 2 5
a n d  i n c r e a s i n g  w i n d  s t r e n g t h .  F i g u r e s  ( a ) ,  ( b )  a n d  ( c )  i n d i c a t e  t h a t
a s  t h e  f o r c i n g  s t r e n g t h  i n c r e a s e s  t h e  f i r s t  n o n - i n t e g e r  m u l t i p l e  o f  t h e
f o r c i n g  f r e q u e n c y  t o  a p p e a r  i s  a t  a b o u t  0 . 1  w h i c h  i s  c l o s e  t o  ~  t i m e s
W P n . d .  o r  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  f i r s t  r e s o n a n t  m o d e  i n  t h e  b a r r i e r
b a s i n .
1 0 9
B - 3 2  E n v e l o p e  p l o t  f o r  t h e  s p a t i a l  c o e f f c i e n t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  p e a k s
l a b e l e d  1 , 2 , 3 , 4 , 5 ,  a n d  6  i n  F i g u r e  B - 3 0  ( a )  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s o l u t i o n
( & L ) 2  =  0 . 0 0 4  a n d  W p  d  =  0 . 0 7 2 5 .  . . . . .  1 1 0
W N  n . .
B - 3 3  ( a )  p l o t s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  a t  a  p o i n t .  T h e
p e a k  l a b e l s ,  0 ,  2 ,  4 ,  a n d  6 ,  c o r r e s p o n d  t o  t h e  l a b e l s  i n  F i g u r e  B - 3 0
( b ) .  ( b ) ,  ( c ) ,  ( d ) ,  a n d  ( e )  a b o v e  a r e  t h e  a b s o l u t e  v a l u e s  o f  t h e  s p a t i a l
c o e f f c i e n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  p e a k s  0 ,  2 ,  4 ,  a n d  6  l a b e l e d  i n  ( a ) .  I I I
B - 3 4  ( a )  p l o t s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  a t  a  p o i n t .  T h e
p e a k  a r e  l a b e l e d  c o r r e s p o n d  t h e i r  r e l a t i o n  t o  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y ,
W P n . d  ( b ) ,  ( c ) ,  a n d  ( d )  a b o v e  a r e  t h e  a b s o l u t e  v a l u e s  o f  t h e  s p a t i a l
c o e f f c i e n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  p e a k s  l a b e l e d  i n  ( a ) .  .  .  .
l l 2
B - 3 5  M e a n  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  f o r  t h e  s o l u t i o n s  f o r c e d  w i t h  a  s t r e n g t h
o f  ( ¥ - )  ~  N  =  0 . 0 1  i n  t h e  b a r r i e r  b a s i n .  T h e  s i x  p o i n t e d  s t a r  r e p r e s e n t s
s o l u t i o n s  i n i t i a l i z e d  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  t h e  c i r c l e  r e p r e s e n t s
t h e  s o l u t i o n  f o r c e d  a t  w P n . d .  =  0 . 0 7 7 5  i n i t i a l i z e d  w i t h  t h e  s o l u t i o n  o f
W F n . d .  =  0 . 0 7 5 .
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B - 3 6  T h e  a s t e r i s k s ,  * ,  r e p r e s e n t  t h e  m e a n  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e
s o l u t i o n  i n i t i a l i z e d  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  f o r  a  w i n d  f o r c i n g  o f
( ¥  ) ~ N  =  0 . 0 1  a n d  b o t t o m  f r i c t i o n  ¥  =  0 . 0 0 1  T h e  c i r c l e s ,  ( 0 ) ,
r e p r e s e n t  t h e  m e a n  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  s o l u t i o n  f o r c e d  w i t h
a  n o n d i m e n s i o n a l  f r e q u e n c y  o f  w P n d .  =  0 . 0 7 7 5  a n d  i n i t i a l i z e d  w i t h  t h e
s o l u t i o n  w h i c h  w a s  f o r c e d  a t  W P n . d .  =  . 0 . 0 7 5 .
B - 3 7  T h e  d o t t e d  l i n e  p l o t s  t h e  m e a n  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  v s  t h e  t i m e
i n  m o d e l  d a y s  o f  t h e  r u n  f o r c e d  w i t h  W F  d  =  0 . 0 7 7 5 ,  ( § . L ) 2  =  0 . 0 1
n .  W N
a n d  ¥  =  0 . 0 0 1  a n d  i n i t i a l i z e d  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  T h e  s o l i d
l i n e  r e p r e s e n t s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  r u n  i n i t i a l i z e d  w i t h  t h e  s o l u t i o n  f r o m
t h e  l o w e r  f o r c i n g  f r e q u e n c y  W P n . d .  =  0 . 0 7 5 .
B - 3 8  C o n t o u r  p l o t s  o f  e n v e l o p e  f o r  s o l u t i o n s  f o r c e d  a t
( § . ) 2  =  0 . 0 1  § .  =
L  W N  '  L
0 . 0 0 1 ,  a n d  W P n . d .  =  0 . 0 7 7 5 .  ( a )  i n i t i a l i z e d  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s





L i s t  o f  T a b l e s
A . 1  C o m p a r i s o n  o f  t h e  n i n e  r e s o n a n t  s o l u t i o n s  i n  F i g u r e s  B - 5  a n d  B - 6  t o  t h e  n o r -
m a l  m o d e s  f o r  a  b a r r i e r - f r e e  b a s i n  t o  w h i c h  t h e y  r e s e m b l e .  T h e  r e s e m b l a n c e
i s  o b s e r v e d  b o t h  i n  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  s o l u t i o n  a n d  i n  t h e  f r e q u e n c i e s .  F o r
t h e  c a s e  w h e r e  t h e  d o m i n a n t  r e s p o n s e  i s  i n  a  s u b - b a s i n  w e  c o n s i d e r  a  b a s i n
t h e  s a m e  s i z e .  T h e  q u o t a t i o n  m a r k s  i n d i c a t e  t h a t  a  s u b - b a s i n  s o l u t i o n  i s
s y m m e t r i c  a n d  h e n c e  i s  p a r t  o f  t h e  s u b s e t  o f  f u l l  b a s i n  m o d e s  a n d  n o t  a  p a r t
o f  t h e  s e t  o f  a n t i s y m m e t r i c  s u b - b a s i n  m o d e s .  7 7
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C h a p t e r  i
I n t r o d u c t i o n
I n  t h i s  t h e s i s  w e  c o n s i d e r  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  b a r o t r o p i c  R o s s b y  w a v e s  p a s t  a  t h i n
m e r i d i o n a l  b a r r i e r  i n  a  s q u a r e  b a s i n  o n  a  ß - p l a n e ,  s e e  F i g u r e  B - 1 .  T h e  b a r r i e r  n e a r l y
d i v i d e s  t h e  b a s i n  i n t o  t w o ,  l e a v i n g  o n l y  t w o  s m a l l  g a p s ,  o f  w i d t h  d ,  b e t w e e n  t h e
n o r t h  a n d  s o u t h  t i p s  o f  t h e  b a r r i e r  a n d  t h e  b a s i n  w a l l s .  T h e  b a r r i e r  i s  m e a n t  t o
r e p r e s e n t  a n y t h i n g  i n  t h e  o c e a n  t h a t  i s  s t e e p  e n o u g h  t o  i m p e d e  t h e  p r o p a g a t i o n  o f
R o s s b y  w a v e s ,  i n c l u d i n g  c o n t i n e n t s ,  i s l a n d s ,  i s l a n d  c h a i n s ,  a n d  r i d g e  s y s t e m s .  T h e
s m a l l  g a p s  r e p r e s e n t  s p a c e s  b e t w e e n  t h e s e  t o p o g r a p h i e s ,  s u c h  a s  f r a c t u r e  z o n e s  i n  t h e
r i d g e  s y s t e m s .
B y  s t u d y i n g  t h e  R o s s b y  m o d e s  p r e s e n t  i n  t h i s  s i m p l i f i e d  b a s i n ,  w e  g a i n  i n s i g h t
i n t o  h o w  t h e ' R o s s b y  w a v e s  m i g h t  p r o p a g a t e  p a s t  t h e  t o p o g r a p h i c  f e a t u r e s  m e n t i o n e d
a b o v e .  A l s o ,  a s  m o r e  i s  l e a r n e d  a b o u t  t h i s  s i m p l e  m o d e l ,  e x t r a  c o m p l e x i t i e s ,  s u c h
a s  a  b a r o c l i n i c  f l u i d  a n d  v a r y i n g  t o p o g r a p h y ,  c a n  b e  a d d e d  t h a t  m o r e  c l o s e l y  m i m i c
t h e  s i t u a t i o n  i n  t h e  r e a l  o c e a n .  T h e r e f o r e ,  w e  c a n  c o n s i d e r  t h e s e  s i m p l e r  s i t u a t i o n s ,
w h i c h  a r e  s o m e t i m e s  d i f f c u l t  t o  j u s t i f y ,  a s  a  s t e p p i n g  s t o n e s  t o  u n d e r s t a n d i n g  t h e
m o r e  c o m p l i c a t e d  b u t  m o r e  r e l e v a n t  m o d e l s .  I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  a  v a r i a t i o n
o f  t h i s  m o d e l ,  s e e  P e d l o s k y  ¡ 7 ) ,  h a s  o f f e r e d  i n s i g h t  t o  t h e  a p p a r e n t  a m p l i f i c a t i o n  o f
t h e  f i r s t  v e r t i c a l  b a r o c l i n i c  m o d e  i n  t h e  P a c i f i c  w e s t  o f  t h e  r i d g e  s y s t e m .  S e e  C h e l t o n
a n d  S c h l a x  ¡ i O )  f o r  f u r t h e r  d e t a i l s .
T h i s  b a s i n  m o d e l  w a s  f i r s t  i n t r o d u c e d  b y  P e d l o s k y  a n d  S p a l l  ( 4 )  i n  o r d e r  t o  s t u d y
R o s s b y  w a v e  p r o p a g a t i o n .  T h e y  h a d  b e e n  s t u d y i n g  t h e  s t e a d y  c i r c u l a t i o n  i n  s u c h
1 5
a  b a s i n ,  P e d l o s k y  e t  a l  ¡ 8 J ,  t o  c o n f i r m  G o d f r e y ' s  I s l a n d  r u l e ,  G o d f r e y  ¡ 9 j ,  i n  t h e
p r e s e n c e  o f  n o n l i n e a r i t i e s .  A t  o n e  p o i n t  i n  t h e i r  i n v e s t i g a t i o n s  t h e y  s t u d i e d  a  t w o -
l a y e r  b a r o c l i n i c  f l u i d  t h a t  b e c a m e  u n s t a b l e  a n d  d e v e l o p e d  e d d i e s  i n  t h e  e a s t e r n  b a s i n .
S u r p r i s i n g l y ,  t h e  e d d i e s  e x c i t e d  R o s s b y  m o d e s  t h r o u g h o u t  t h e  b a s i n .  T h i s  w a s  p a r t i c -
u l a r l y  n o t i c e a b l e  i n  l a y e r  t w o  o f  t h e  m o d e L .  H e n c e ,  t h e i r  f i r s t  w o r k ,  P e d l o s k y  a n d  S p a l l
¡ 4 J ,  o n  t h e  s u b j e c t  o f  R o s s b y  w a v e s  p r o p a g a t i n g  p a s t  a  m e r i d i o n a l  b a r r i e r  f o c u s e d  o n
i d e n t i f y i n g  t h e  R o s s b y  m o d e s  p r e s e n t  i n  s u c h  a  b a s i n .  T o  c o m p l e t e  t h i s  g o a l ,  t h e y
s o l v e d  t h e  Q G  e q u a t i o n  c o n t a i n i n g  o n l y  t h e  t i m e - d e p e n d e n t  r e l a t i v e  v o r t i c i t y  t e r m
a n d  t h e  ß - t e r m  f o r  a  b a r o t r o p i c  f l u i d  i n  s u c h  a  b a s i n .  T h e y  f o u n d  t h a t  t h e  m o d e s  w e r e
c o m p o s e d  o f  a  s e t  o f  f u l l  b a s i n  m o d e s  t h a t  w e r e  s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e
a n d  a  s e t  o f  e a s t e r n  s u b - b a s i n  m o d e s ,  a s  w e l l  a s  a  s e t  o f  w e s t e r n  s u b - b a s i n  m o d e s
t h a t  w e r e  b o t h  a n t i s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e .  T h e s e  m o d e s  a r e  p r e s e n t e d  i n
c h a p t e r  2  f o r  r e f e r e n c e  a n d  f o r  u s e  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  r e s u l t s .
E a r l y  w o r k  I  c o n d u c t e d  c o n s i d e r e d  t h e  l i n e a r ,  h o m o g e n e o u s ,  p e r i o d i c a l l y  f o r c e d
s o l u t i o n  o f  t h e  b a s i n  i n  F i g u r e  B - 1  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  b o t t o m  f r i c t i o n .  P a r t i c u l a r
a t t e n t i o n  w a s  p a i d  t o  t h e  r e s o n a n t  s o l u t i o n s  a n d  t h e  e f f e c t s  o f  v a r y i n g  t h e  m e r i d i o n a l
s t r u c t u r e  o f  t h e  f o r c i n g  a n d  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n .  T h e  r e s e m b l a n c e
o f  t h e  b a r r i e r  b a s i n  m o d e  t o  t h e  b a r r i e r - f r e e  b a s i n  m o d e s  w a s  i n v e s t i g a t e d .  T h i s
s o l u t i o n  i s  p r e s e n t e d  i n  A t h e r t o n  ¡ i  J  a n d  i n  c h a p t e r  3 .  A l s o  i n c l u d e d  i s  a n  a n a l y s i s  o f
t h e  s o l u t i o n  i n  t e r m s  o f  t h e  i s l a n d  m o d e s  g i v e n  i n  P e d l o s k y  a n d  S p a l l  ¡ 4 ) .
C h a p t e r  2  r e v i e w s  t h e  b a r r i e r - f r e e  b a s i n  m o d e s  p r e s e n t e d  i n  ¡ 5 )  a n d  t h e  b a r r i e r
b a s i n  m o d e s  p r e s e n t e d  i n  ¡ 4 ) .  T h e  o r t h o g o n a l i t y  a n d  i n n e r  p r o d u c t  f o r  b o t h  s e t s  o f
R o s s b y  m o d e s  i s  d e r i v e d  a n d  f i n a l l y ,  i n  s e c t i o n  2 . 4 ,  t h e r e  i s  a  s h o r t  d i s c u s s i o n  o f  h o w
t h e  f u l l  s o l u t i o n  p r o j e c t s  o n t o  t h e  b a s i n  m o d e s .
T h e  M I C O M  m o d e l  u s e d  f o r  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s  i s  p r e s e n t e d
i n  s e c t i o n  4 . 1  S e c t i o n  4 . 2  d i s c u s s e s  o v e r  w h a t  p a r a m e t e r  r a n g e  t h i s  s h a l l o w  w a t e r
m o d e l  a p p r o x i m a t e s  t h e  Q G  d y n a m i c s .  T h e  s c a l i n g  m e t h o d  f o r  t h e  p a r a m e t e r s  u s e d
i n  t h e  m o d e l  i s  g i v e n  i n  s e c t i o n  4 . 4 .
T h e  n o n l i n e a r  b a r r i e r - f r e e  b a s i n  s o l u t i o n  i s  p r e s e n t e d  i n  c h a p t e r  5 .  S e c t i o n s  5 . 1 . 1
a n d  5 . 1 . 2  g i v e  a  b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  f o r  t h i s  b a r r i e r - f r e e
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b a s i n .  T h e  n o n l i n e a r  r e s u l t s  a r e  e x a m i n e d  a s  t h e  s o l u t i o n s  e n t e r  t u r b u l e n t  r e g i m e .
C l o s e  a t t e n t i o n  i s  p a i d  t o  t h e  f r e q u e n c i e s  w h i c h  a p p e a r  i n  t h i s  t u r b u l e n t  s o l u t i o n .  A
h y s t e r e s i s  i s  a l s o  o b s e r v e d  f o r  t h e  t u r b u l e n t  s o l u t i o n .
F i n a l l y ,  i n  c h a p t e r  6  b o t h  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  a n d  t u r b u l e n t  b a r r i e r  b a s i n  s o l u -
t i o n s  a r e  s t u d i e d .  A n  a n t i s y m m e t r i c  f o r c i n g  f o r  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  i s  o n l y
c a p a b l e  o f  e x c i t i n g  t h e  e a s t e r n  b a s i n  m o d e s .  I n t e r e s t i n g l y ,  f o r  a  s y m m e t r i c  f o r c i n g
a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  t h e  f u l l  b a s i n  m o d e s  o n l y  o s c i l a t e  a t  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a n d
a t  e v e n  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  w h i l s t  t h e  a n t i s y m m e t r i c  m o d e s  o n l y  o s c i l -
l a t e  a t  o d d  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  H e n c e ,  n o  m a t t e r  w h a t  t h e  m e r i d i o n a l
s t r u c t u r e  o f  t h e  f o r c i n g  i s ,  t h e  s t e a d y  s o l u t i o n  i s  a l w a y s  a s s o c i a t e d  t o  t h e  a n t i s y m -
m e t r i c  m o d e s  a n d  t h e r e f o r e  t h e r e  i s  n e v e r  a n y  n e t  c i r c u l a t i o n  b e t w e e n  t h e  s u b - b a s i n s .
C h a p t e r  7  s u m m a r i z e s  t h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s .
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C h a p t e r  2
B a s i n  M o d e s
T o  b e g i n ,  w e  w i l  r e v i e w  a n d  d e s c r i b e  t h e  b a s i n  m o d e s  f o r  b o t h  t h e  b a r r i e r - f r e e  b a s i n
( c o n t a i n i n g  n o  b a r r i e r )  a n d  t h e  b a r r i e r  b a s i n  ( c o n t a i n i n g  a  m e r i d i o n a l  b a r r i e r )  W e
w i i l  t h e n  d e t e r m i n e  t h e  i n n e r  p r o d u c t  f o r  w h i c h  t h e  s p a t i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  m o d e s
a r e  o r t h o g o n a l  a n d  e x p r e s s  t h e  s o l u t i o n  a s  a  s u m m a t i o n  o f  e i g e n m o d e s .
T h e  m o d e s  a r e  f o u n d  b y  s o l v i n g  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  Q G  e q u a t i o n  w i t h  a  r i g i d  l i d
w i t h o u t  f r i c t i o n  o r  f o r c i n g ,  s e e  P e d l o s k y  ¡ 5 ) ,
v 2 w t + w x = 0
( 2 . 1 )
f o r  b o t h  b a s i n  c o n f i g u r a t i o n s  w i t h  n o  n o r m a l  f l o w  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  T h e  s p a t i a l
c o o r d i n a t e s  a r e  n o n d i m e n s i o n a l i z e d  b y  L ,  t h e  l e n g t h  o f  t h e  b a s i n ,  a n d  t h e  t i m e  i s
n o n d i m e n s i o n a l i z e d  b y  ß L .  I n  t h i s  t h e s i s  W  w i l  d e n o t e  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  s t r e a m
f u n c t i o n  a n d  ' l  w i l  d e n o t e  t h e  d i m e n s i o n a l  s t e a m  f u n c t i o n .
T h e  s o l u t i o n s  c a n  b e  f o u n d  i n  P e d l o s k y  ¡ 5 )  f o r  t h e  b a r r i e r - f r e e  b a s i n ,  a n d  P e d l o s k y
a n d  S p a l l  ¡ 4 )  f o r  t h e  b a r r i e r  b a s i n .  W e  w i l  p r e s e n t  a n d  d i s c u s s  t h e s e  s o l u t i o n s  i n  t h e
n e x t  f o u r  s e c t i o n s  f o r  f u t u r e  r e f e r e n c e .
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2 .  i  B a r r i e r -  F r e e  B a s i n
A s  m e n t i o n e d  a b o v e ,  t h e  m o d e s  i n  t h e  a b s e n c e  o f  t h e  b a r r i e r  a r e  p r e s e n t e d  i n  P e d l o s k y
¡ 5 J .  T h e  p r o b l e m  i s  s e p a r a b l e  i n  t h e  t i m e ,  t h e  m e r i d i o n a l ,  a n d  t h e  z o n a l  c o o r d i n a t e s  t ,
x  a n d  y  E a c h  m o d e  h a s  a  t i m e - d e p e n d e n t  s t e a d y  p e r i o d i c  c o m p o n e n t  e i w m n t ,  w h e r e
W m n  i s  t h e  e i g e n f r e q u e n c y  n o n d i m e n s i o n a l i z e d  b y  ß L .  T h e  e i g e n f r e q u e n c y ,  W m n ,  i s
e q u a l  t o  2 7 r ~  w h e r e  m ,  n  =  1 , 2 , 3 . . . .  T h e  s p a t i a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  m o d e s  i s
( l m n  =  e i k m n x  s i n  m 1 r X  s i n  n 1 r Y
( 2 . 2 )
T h e  f u l l  s o l u t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  e i g e n f r e q u e n c y  W m n  i s
W m n  =  e i ( w m n t + k m n x )  s i n  m 1 r X  s i n  n 1 r Y .
( 2 . 3 )
a n d  i s  c o m p o s e d  o f  a  w e s t w a r d  t r a v e l i n g  w a v e ,  e i ( w m n t + k m n x ) ,  a l o n g  w i t h  a n  e n v e l o p e
f u n c t i o n ,  s i n  m 1 r X  s i n  n 1 r Y .  T h e  e n v e l o p e ,  c j ,  i s  c o m p o s e d  o f  c e l l s ,  t h e  n u m b e r  o f  w h i c h
a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  i n t e g e r s  m  a n d  n  a n d  s a t i s f i e s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o f  n o
n o r m a l  f l o w
M o d e s  f o r  w h i c h  W m n  =  w p q  a r e  d e g e n e r a t e ;  t w o  d i f f e r e n t  e i g e n m o d e s ,  W  m n  a n d
w p q ,  w i t h  d i f f e r e n t  s p a t i a l  s t r u c t u r e s ,  ( l m n  a n d  ( l p q ,  c a n  c o r r e s p o n d  t o  t h e  s a m e
e i g e n f r e q u e n c i e s .  F o r  o u r  s q u a r e  b a s i n  t h i s  w i l  o c c u r  w h e n  m 2  +  n 2  =  p 2  +  q 2 .  A
b a s i n  w i t h  s i d e s  L x  a n d  L y  s u c h  t h a t  ?  i s  n o t  r a t i o n a l  w i l l  
l a c k  t h i s  d e g e n e r a c y
y
T h r o u g h o u t ,  w e  w i l  d e n o t e  t h e  s p a t i a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  m o d e  b y  a  c a p i t a l  ( l
a n d  t h e  e n v e l o p e  o f  t h e  m o d e  b y  a  s m a l l  ø .  T h e  s p a t i a l  s t r u c t u r e  e x c l u d e s  t h e  t i m e
d e p e n d e n t  p a r t  o f  t h e  m o d e  a n d  t h e  e n v e l o p e  e x c l u d e s  t h e  w e s t w a r d  w a v e  c o m p o n e n t .
F o r  t h e  b a r n e r - f r e e  b a s i n  m o d e s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  s p a t i a l  c o m p o n e n t ,  ( l ,  a n d
t h e  e n v e l o p e  c o m p o n e n t ,  ø ,  i s  t h a t  t h e  s p a t i a l  c o m p o n e n t  h a s  a n  e x t r a  f a c t o r  o f  e i k m . n x .
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2 . 2  B a r r i e r  B a s i n  -  C o n t a i n i n g  M e r i d i o n a l  B a r r i e r
T h e  b a s i n  m o d e s  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  b a r r i e r  a r e  g i v e n  i n  P e d l o s k y  a n d  S p a l l  ¡ 4 J .
A s  w i t h  t h e  b a r r i e r - f r e e  b a s i n ,  t h e s e  e i g e n m o d e s  a r e  d e t e r m i n e d  b y  s o l v i n g  t h e  Q G
e q u a t i o n  ( 2 . 1 )  w i t h  n o  n o r m a l  f l o w  c o n d i t i o n s  i n  t h e  m u l t i p l y  c o n n e c t e d  d o m a i n  o f
t h e  b a r r i e r  b a s i n .  T h e  n o  n o r m a l  f l o w  c o n d i t i o n  i s  e n f o r c e d  b y  s e t t i n g  t h e  s p a t i a l
c o m p o n e n t  o f  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n  t o  b e  z e r o  o n  t h e  b a s i n  w a l l s  a n d  t h e  s t r e a m
f u n c t i o n  t o  b e  \ I  i  =  e i w t  l P  I  o n  t h e  b a r r i e r ,  w h e r e  l P i  i s  a  c o n s t a n t  ( n o t  t o  b e  c o n f u s e d
w i t h  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n  ø ( x ,  y ) )  a n d  w h e r e  w  i s  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  F o r  t h i s
b a s i n  c o n f i g u r a t i o n  w i t h  a  b a r r i e r  t h e r e  c a n  b e  e i t h e r  f u l l  b a s i n  o r  s u b - b a s i n  m o d e s .
T h e  c i r c u l a t i o n  c o n s t r a i n t  o f  n o  c i r c u l a t i o n  a b o u t  t h e  b a r r i e r ,  w h i c h  i s  d e r i v e d  b y
i n t e g r a t i n g  t h e  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n  a b o u t  i t s  p e r i m e t e r ,
i s  u s e d  a s  a n o t h e r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a n d  t h e  f l o w  t h r o u g h  t h e  g a p s  i s  a s s u m e d  t o  b e
u n i f o r m  a c r o s s  t h e  g a p .  T h e  c i r c u l a t i o n  c o n s t r a i n t  w i l  b e  d e r i v e d  i n  d e t a i l  i n  s e c t i o n
3 . 1  w h e r e  w e  s o l v e  f o r  t h e  l i n e a r ,  p e r i o d i c a l l y  f o r c e d ,  s o l u t i o n  w i t h  t h e  p r e s e n c e  o f
b o t t o m  f r i c t i o n  i n  t h e  b a r r i e r  b a s i n .
T h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n ,  l P ,  f o r  t h e  f u l l  b a s i n ,  w e s t e r n  s u b - b a s i n  a n d  e a s t e r n  s u b -
b a s i n  m o d e s  i s  p r e s e n t e d  b e l o w .  N o t e  t h a t  X i  i s  t h e  z o n a l  p o s i t i o n  o f  t h e  b a r r i e r .
F u l l  B a s i n  M o d e s
Ø E A S T ( X ,  y )
0 0  .
~  E n  s . i n  a n x  (
s i m r y )
n = O  s i n  a n x  i
~  A  s i n ( a n ( x  -  1 ) )  .  (  )
 n  .  s i n  n 1 f Y
n = O  s i n ( a n ( x i  -  1 ) )
( 2 . 4 )
Ø W E S T ( X ,  y )
( 2 . 5 )
w h e r e
a n
V k 2  -  n 2 1 f 2
- 2 Ø i  ( (  _ l ) n  _  1 ) 2  s i n ( n 1 f d )
n 2 1 f 2 d
( 2 . 6 )
( 2 . 7 )
A n  =  E n
T h e  c o e f f c i e n t s  A n  a n d  E n  a r e  d e t e r m i n e d  u s i n g  t h e  a s s u m p t i o n s  t h a t  t h e  s t r e a m
f u n c t i o n  i s  l i n e a r  i n  t h e  g a p s  a n d  e q u a l  t o  l P I  o n  t h e  b a r r i e r  N o t e  t h a t  A n  a n d  E n  a r e
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n o n - z e r o  o n l y  w h e n  t h e  m o d e  i s  s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  ( w h e n  n  i s  o d d ) ,
a n d  h e n c e  a n t i s y m m e t r i c  f u l l  b a s i n  m o d e s  d o  n o t  e x i s t  w h e n  t h e  g a p s  a r e  p l a c e d
s y m m e t r i c a l l y  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  o f  t h e  b a s i n .  T h e  w a v e n u m b e r  k ,  i n  e q u a t i o n
( 2 . 6 ) ,  i s  e q u a l  t o  L  a n d  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  f o l l o w i n g  d i s p e r s i o n  r e l a t i o n  ( 2 . 8 ) .
E q u a t i o n  ( 2 . 8 )  i s  d e r i v e d  f r o m  t h e  c i r c u l a t i o n  c o n s t r a i n t .
~ I  L  ( ( - I t  _ 1 ) 2  s i n ( 2 n 7 i d )  C ¥ n s i n C ¥ n  =  0  ( 2 . 8 )
n = l  n 3 7 i 3 d  s i n c ¥ n x i s i n c ¥ n ( x i  -  1 )
I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  t h e  b a r r i e r  b a s i n  m o d e s  a n d  t h e  b a r r i e r - f r e e  b a s i n
m o d e s  a r e  o f t e n  s i m i l a r  i n  s t r u c t u r e  a n d  e i g e n f r e q u e n c y  S e e  P e d l o s k y  a n d  S p a l l  ¡ 4 J ,
a n d  T a b l e  A .  1 ,  f o r  d e t a i l s .
T h e  s u b - b a s i n  m o d e s  a r e  e q u i v a l e n t  t o  b a r r i e r - f r e e  b a s i n  m o d e s  f o r  a  b a s i n  e q u a l  i n
s i z e  t o  t h e  s u b - b a s i n  w i t h  t h e  s t i p u l a t i o n  t h a t ,  d u e  t o  t h e  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n ,  o n l y
s u b - b a s i n  m o d e s  w h i c h  a r e  a n t i s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  c a n  e x i s t .  H e n c e
w e  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  s o l u t i o n s  f o r  t h e  e a s t e r n  a n d  w e s t e r n  s u b - b a s i n  m o d e s .
E a s t e r n  S u b - B a s i n  M o d e s
Ø W E S T  0
W m n
s i n  ( m 7 i  ( : I  - = 1 1 ) )  s i n ( n 7 i Y )
1
2 7 i V n 2  +  ( X ~ 1 ) 2
n  =  2 , 4 , 6 ,  . .  ,  m  =  1 , 2 , 3 ,
Ø E A S T
\ V e s t e r n  S u b - B a s i n  M o d e s
Ø E A S T
s i n  (  m 7 i  : I )  s i n ( n 7 i Y )
o
Ø W E S T
W m n
1
2 7 i v n 2  +  ( ; ; ) 2
n  =  2 , 4 , 6 ,  .  .  .  m  =  1 , 2 , 3 ,  .  .  .
T o  g e t  t h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n s  f o r  t h e  f u l l  b a s i n ,  w e s t e r n  s u b - b a s i n  a n d  e a s t e r n  s u b -
b a s i n  m o d e s  w e  m u l t i p l y  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n s  a b o v e  b y  t h e  w e s t w a r d  t r a v e l i n g  w a v e
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c o m p o n e n t  e i ( w t + k ( x - X I ) ) .  N o t e  t h a t ,  b e c a u s e  o f  t h e  w a y  t h e  s o l u t i o n  i s  c o n s t r u c t e d ,
t h e  s p a t i a l  s t r u c t u r e ,  g ? ,  a n d  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n ,  ø ,  a r e  e q u a l  t o  t h e  i s l a n d  c o n s t a n t
ø  i  a l o n g  t h e  m e r i d i o n a l  b a r r i e r  a t  x  i .
2 . 3  I n n e r  P r o d u c t  o f  M o d e s
F o l l o w i n g  P e d l o s k y  ¡ 5 ,  p a g e s  1 5 2 - 3 J ,  w e  d e t e r m i n e  t h e  i n n e r  p r o d u c t  f o r  w h i c h  t h e s e
c o m p l e t e  s e t s  o f  
m o d e s  a r e  o r t h o g o n a L .  W e  l e t  w m n  a n d  w p q  d e n o t e  e i t h e r  t w o  b a r r i e r -
f r e e  b a s i n  m o d e s  o r  t w o  b a r r i e r  b a s i n  m o d e s .  T h e  f o r m  o f  t h e s e  m o d e s ,  a s  w e  h a v e
d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  t w o  s e c t i o n s ,  i s  a  t i m e  d e p e n d e n t  c o m p o n e n t  e i w t  m u l t i p l i e d
b y  t h e  s p a t i a l  c o m p o n e n t  g ?  H e n c e ,  s u b s t i t u t i n g  w m n  a n d  w p q  i n t o  ( 2 . 1 )  a n d  p e r f o r m -
i n g  t h e  t i m e  d e r i v a t i v e  a n d  c a n c e l l n g  e i w t ,  w e  o b t a i n  t w o  e q u a t i o n s  f o r  t h e  s p a t i a l
f u n c t i o n s  g ? m n  a n d  g ? p q ,  w h e r e  w e  h a v e  t a k e n  t h e  c o m p l e x  c o n j u g a t e  o f  e q u a t i o n  ( 2 . 1 0 ) .
2  .  â g ? m n
W m n  \ 7  g ? m n  -  i - -
~ 2 i f *  .  â g ? ; q
w p q  v  ' ¥ p q  +  i f u
o
( 2 . 9 )
o
( 2 . 1 0 )
M u l t i p l y i n g  e q u a t i o n  ( 2 . 9 )  b y  g ? ; q  a n d  e q u a t i o n  ( 2 . 1 0 )  b y  g ? m n  t h e n  s u b t r a c t i n g ,
w e  o b t a i n
i f *  ~ 2 i f  i f  ~ 2 i f *  .  
i f  
*  â g ? m n  . i f  â g ? ; q  -  0
W m n ' ¥ p q  v  ' ¥ m n  -  w p q ' ¥ m n  v  ' ¥ p q  -  i ' ¥ p q - -  -  i ' ¥ m n f u  -
( 2 . 1 1 )
U s i n g  t h e  v e c t o r  r e l a t i o n s h i p  F \ 7 2 G  =  ' \  F  .  ' \ G  -  ' \  .  ( F ' \ G )  o n  t h e  f i r s t  t w o  t e r m s
a n d  t h e  p r o d u c t  r u l e  o n  t h e  t h i r d  a n d  f o u r t h  t e r m ,  w e  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g
( W m n  -  w p q ) ' \ g ? ; q  ' \ g ? m n  -  W m n  ' \
*  - -  - -  - -  *  â (  g ? ; q  g ? m n )
( g ? p q  \ 7 g ? m n )  +  w p q  \ 7  .  ( g ? m n  \ 7 g ? p q )  -  i  â x  =  0
( 2 . 1 2 )
N e x t  w e  i n t e g r a t e  e q u a t i o n  ( 2 . 1 2 )  o v e r  t h e  a r e a  o f  t h e  b a s i n  D ,  e x c l u d i n g  t h e
b a r r i e r  i f  w m n  a n d  w p q  a r e  b a r r i e r  b a s i n  m o d e s .  U s i n g  t h e  d i v e r g e n c e  t h e o r e m ,  n o
n o r m a l  f l o w  c o n d i t i o n s ,  a n d  i n  t h e  c a s e  o f  b a r r i e r  b a s i n  m o d e s ,  t h e  c i r c u l a t i o n  c o n -
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s t r a i n t  a b o u t  t h e  b a r r i e r ,  §  i 1  d ' S  =  0 ,  w e  o b t a i n
( W m n  -  w p q )  J D  - 9 ( J m n  - 9 ( J ; q  d x  d y  =  0
( 2 . 1 3 )
w h i c h  i m p l i e s  t h a t  i f  W m n  i =  w p q  t h e n  t h e  m o d e s  w m n  a n d  w p q  a r e  s p a t i a l l y  o r t h o g o n a l
i n  t h e  i n n e r  p r o d u c t  d e f i n e d  b y
~  V f '  V g : ? =  J D  - 9 f .  - 9 g *  d x d y
( 2 . 1 4 )
U s i n g  t h e  d i v e r g e n c e  t h e o r e m  a n d  t h e  a p p r o p r i a t e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w e  c a n  s h o w
t h a t  t h e  i n n e r  p r o d u c t  ( 2 . 1 3 )  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  i n n e r  p r o d u c t  ( 2 . 1 5 )
f Ð  ( J m n  V 2 ( J ; q  d x  d y
( 2 . 1 5 )
w h i c h  w e  d e f i n e  b y
~  f :  V 2 g : ? =  f Ð  f .  V 2 g *  d x d y
( 2 . 1 6 )
2 . 4  P r o j e c t i o n  o f  S o l u t i o n  O n t o  t h e  B a s i n  M o d e s
S i n c . e  w e  h a v e  a  c o m p l e t e  o r t h o g o n a l  s e t  o f  e i g e n m o d e s  a n d  w e  k n o w  t h e  i n n e r  p r o d u c t
f o r  w h i c h  t h e  s p a t i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e s e  m o d e s  a r e  o r t h o g o n a l ,  w e  c a n  e x p r e s s  a n y
s o l u t i o n ,  W T O T A L ( X ,  y ,  t ) ,  t o  o u r  f o r c e d  b a s i n  p r o b l e m  a s  a  s e r i e s  o f  n o r m a l  m o d e s .
F o r  e x a m p l e ,  u s i n g  t h e  f o r m  o f  t h e  i n n e r  p r o d u c t  ( 2 . 1 5 ) ,  w e  o b t a i n
0 0  0 0
W T O T A d x ,  y ,  t )  =  L  L ( A m n ( J m n  +  A : n n  ( J : n n )
m = O  n = O
( 2 . 1 7 )
E q u i  v a l e n t l y ,
0 0  0 0
W T O T A L ( X ,  y ,  t )  =  L  L  ~ ( A m n ( J m n )
m = O  n = O
( 2 . 1 8 )
I f  W T O T A L ( X ,  y ,  t )  w e r e  a  s o l u t i o n  f o r  t h e  b a r r i e r - f r e e  b a s i n  t h e  ( J m n  w o u l d  r e p r e s e n t
t h e  s p a t i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  b a r r i e r - f r e e  b a s i n  m o d e s .  L i k e w i s e ,  i f  W T O T A L ( X ,  y ,  t )
w e r e  a  s o l u t i o n  f o r  t h e  b a r r i e r  b a s i n  t h e  ( J m n  w o u l d  r e p r e s e n t  t h e  s p a t i a l  c o m p o n e n t s
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o f  t h e  b a r r i e r  b a s i n  m o d e s .
T h e  s e r i e s  c o e f f c i e n t s ,  A m n ,  a r e  t i m e  d e p e n d e n t  a n d  e q u a l  t o  t h e  p r o j e c t i o n  o f
t h e  s o l u t i o n  o n t o  t h e  s p a t i a l  m o d e  ¿ P m n  n o r m a l i z e d  b y  t h e  n o r m  o f  ¿ P m n '  T h a t  i s
A m n  =  . c  W T O T 4 L  ( x ,  y ,  t )  :  \ 7 2 ¿ P m n  : :
. c  ¿ P m n  \ 7 2 ¿ P m n : :
( 2 . 1 9 )
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C h a p t e r  3
L i n e a r  B a r r i e r  B a s i n  P r o b l e m
O u r  f i r s t  r e s u l t s  c o n c e r n  t h e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  l i n e a r ,  s t e a d y  p e r i o d i c  f o r c e d
b a r r i e r  b a s i n  p r o b l e m  o n  t h e  ß - p l a n e .  T h e  f o r c i n g  i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  e a s t e r n  s u b -
b a s Í n  a l o n g  a  m e r i d i o n a l  
l i n e  a t  t h e  c o o r d i n a t e  X p .  A  s m a l l  a m o u n t  o f  b o t t o m  f r i c t i o n
i s  p r e s e n t .  T h e  s o l u t i o n  i s  e x a m i n e d  a s  t h e  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  f o r c i n g  a n d
f o r c i n g  f r e q u e n c y  a r e  v a r i e d  a n d  a s  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  i s  i n c r e a s e d .  T h i s  w o r k  h a s
b e e n  p u b l i s h e d  i n  A t h e r t o n  ¡ l J .
3 .  i  A n a l y t i c a l  S o l u t i o n
T h e  l i n e a r ,  q u a s i - g e o s t r o p h i c  p o t e n t i a l  v o r t i c i t y  e q u a t i o n  o n  t h e  ß -  p l a n e  f o r  a  b a r o t r o p i c
f l u i d  w i t h  f o r c i n g  a n d  b o t t o m  f r i c t i o n  i s ,  s e e  P e d l o s k y  ¡ 5 ) ,
2  (  )  (  )  _  V  x  T ( X ,  y )  i W F t  2  (  )
V '  1 l t  x ,  y ,  t  +  ß 1 l x  x ,  y ,  t  -  p H  e  -  r V '  1 l  x ,  y ,  t
( 3 . 1 )
T h e r e  i s  n o  v o r t e x  s t r e t c h i n g  t e r m  s i n c e  t h e  R o s s b y  r a d i u s  o f  d e f o r m a t i o n  i s  a s s u m e d
t o  b e  l a r g e  i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  h o r i z o n t a l  
l e n g t h  s c a l e  o f  t h e  f l o w ,  a s s u m e d  t o  b e
t h e  l e n g t h  s c a l e  o f  t h e  b a s i n ,  L  T h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  a  r i g i d  l i d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n .
T h e  s t r e a m  f u n c t i o n  i s  r e l a t e d  t o  t h e  p r e s s u r e ,  P ,  b y  1 l  =  - 1 1  P ,  w h e r e  f a  i s  t h e
o p o
r e f e r e n c e  v a l u e  o f  t h e  C o r i o l i s  p a r a m e t e r  a n d  P o  i s  t h e  c o n s t a n t  d e n s i t y .  T h e  C o r i o l i s
p a r a m e t e r  i s  g i v e n  b y  f  =  f a  +  ß y  i n  t h e  ß - p l a n e  a p p r o x i m a t i o n .
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T h e  f o r c i n g  i s  p e r i o d i c  i n  t i m e  w i t h  a  f r e q u e n c y  W p .  F o r  o u r  p r e s e n t  a n a l y s i s  w e
w i l  l e t  F ( x ,  y ,  t )  =  f j x : ~ , y , t )  e i w F t .  T h e  v a r i a b l e s  a r e  n o n d i m e n s i o n a l i z e d  a s  f o l l o w s
t  ( ß L ) - i t
( x ,  y )
F ( x ,  y ,  t )
' I ( x ,  y ,  t )
L ( x ' , y ' )
( 3 . 2 )
F a T ( x ' ,  y ' ,  t )
F a L \ I ( x ' ,  y ' ,  t )
ß
a n d  t h e  n o n d i m e n s i o n a l i z e d  f o r m  o f  ( 3 . 1 )  i s
V 2 W t ( x ' ,  y ' ,  t )  +  \ I  
x  
( x ' ,  y ' ,  t )  =  T ( x ' ,  y ' ,  t )  -  r V 2 \ I ( x '  y ' ,  t )  ( 3 . 3 )
w h e r e  r  =  ß L  i s  t h e  d i m e n s i o n l e s s  f r i c t i o n  p a r a m e t e r .  P r e c i s e l y ,  r  i s  e q u a l  t o  t h e
S t o m m e l  l a y e r  ~  d i v i d e d  b y  t h e  l e n g t h  s c a l e  o f  t h e  b a s i n .  T h e  m a g n i t u d e  o f  t h e
f o r c i n g  i s  g i v e n  b y  F a '  A l l  o f  t h e  d i m e n s i o n l e s s  v a r i a b l e s  ( x ' ,  y ' ,  t )  a r e  o f  o r d e r  o n e .
F o r  c l a r i t y ,  f r o m  t h i s  p o i n t  o n  t h e  p r i m e  s u p e r s c r i p t s  w i l  b e  o m i t t e d .  A s  i n  c h a p t e r
2 ,  \ I  r e p r e s e n t s  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  s t r e a m  f u n c t i o n  a n d  ' I  r e p r e s e n t s  t h e  d i m e n s i o n a l
s t r e a m  f u n c t i o n .
S i n c e  w e  a r e  s o l v i n g  f o r  t h e  s o l u t i o n  a f t e r  a l l  t r a n s i e n t s  h a v e  d e c a y e d  i t  w i l  o s c i l a t e
a t  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  H e n c e ,  w e  m a k e  t h e  f o l l o w i n g  s u b s t i t u t i o n s
\ I  
( x ,  y ,  t )
T ( x ,  y ,  t )
e - i ( W F n . d . t + k ( x - X ¡ ) ) ø ( X ,  y )
e - i W F n . d t T ( x ,  y )
( 3 . 4 )
( 3 . 5 )
w h e r e  k  =  2 (  i  + .  )  a n d  x  i  i s  t h e  z o n a l  p o s i t i o n  o f  t h e  t h i n  m e r i d i o n a l  b a r r i e r .  S i n c e
W F n . d .  i ,
t h e  Q G  e q u a t i o n  h a s  b e e n  n o n d i m e n s i o n a l i z e d ,  w e  h a v e  d e n o t e d  t h e  n o n  
d i m e n s i o n a l
f o r c i n g  f r e q u e n c y  a s  W  P n . d .  =  ; f .
T h e  s u b s t i t u t i o n s  ( 3 . 4 )  a n d  ( 3 . 5 )  r e s u l t  i n  t h e  i n h o m o g e n e o u s  H e l m h o l t z  e q u a t i o n
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( 3 . 6 )  f o r  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n  ø ( x , y )
n 2 c P ( X ,  y )  +  k 2 ø ( x ,  y )  =  ~ e i k ( X - X I ) T ( x ,  y )
( 3 . 6 )
w h e r e  n  =  w P n d  +  i r .
T h e  f o r c i n g  i s  a s s u m e d  t o  b e  a  d e l t a  f u n c t i o n  i n  t h e  z o n a l  d i r e c t i o n  a t  x  =  X p .
B y  i n s i s t i n g  t h a t  t h e  f o r c i n g  b e  l i m i t e d  t o  x  =  X p ,  w e  i s o l a t e  i t  t o  t h e  e a s t e r n  s u b -
b a s i n ,  t h e r e b y  a l l o w i n g  u s  t o  c o n c e n t r a t e  o n  h o w  t h e  R o s s b y  w a v e  p r o p a g a t e s  p a s t  t h e
b a r r i e r  i n t o  t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n .  T h e  f l e x i b i l i t y  i n  c h o o s i n g  T n ,  s e e  e q u a t i o n  ( 3 . 7 )
b e l o w ,  a l l o w s  u s  t o  e x c i t e  m o d e s  w i t h  v a r i o u s  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e s .  T h e  f o r c i n g ,
T ( x ,  y ) ,  a n d  t h e  c o m p l e t e  s t r u c t u r e  o f  t h e  e n v e l o p e ,  ø ( x ,  y ) ,  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  a
F o u r i e r  s i n e  s e r i e s  i n  y  a s  f o l l o w s
ø ( x , y )
0 0
L  ø n ( x )  s i n ( n 7 i Y )
n : = l
( 3 . 7 )
T ( ; c , y )
0 0
ö ( x  -  x p )  L  T n  s i n ( m r y )
n : = l
( 3 . 8 )
T h e  F o u r i e r  c o e f f c i e n t s ,  ø n ( x ) ,  i n  e q u a t i o n  ( 3 . 7 )  a r e  f u n c t i o n s  o f  x  t o  b e  d e t e r -
m i n e d .  T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  o f  n o  n o r m a l  f l o w  a t  y  =  0  a n d  y  =  1  i s  n o w  s a t i s f i e d
s i n c e  c P (  x ,  y )  h a s  b e e n  e x p r e s s e d  a s  a  F o u r i e r  s i n e  s e r i e s ,  a n d  h e n c e  v a n i s h e s  a t  y  =  0
a n d  y  =  1
T h e  a b o v e  s u b s t i t u t i o n s  f o r  c P ( x ,  y )  a n d  T ( x ,  y )  l e a d  t o  t h e  f o l l o w i n g  s e c o n d  o r d e r
o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i n  x  f o r  e a c h  F o u r i e r  c o e f f c i e n t  Ø n  ( x )
d 2 ø n ( x )  _  2 A ,  (  )  _  ~  i k ( x - x i ) r r  À (  _  )
d x 2  a n  ' f n  X  -  n  e  . L  n U X  X  P
( 3 . 9 )
w h e r e  a ;  =  n 2 7 i 2  -  k 2 .  T h e  s o l u t i o n  t o  t h i s  e q u a t i o n  i n  t h e  b a s i n  i n t e r i o r  i n v o l v e s
s o l v i n g  t h e  s e c o n d  o r d e r  h o m o g e n e o u s  e q u a t i o n
d 2  c P n  ( x )  _  2  A ,  (  )  =  0
d x 2  a n  ' f n  X
( 3 . 1 0 )
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i n  t h e  t h r e e  r e g i o n s
o  . -  x . -  X i
X i  . -  x . -  X p
X p  . -  x . -  1
l e a d i n g  t o  a  t o t a l  o f  s i x  u n k n o w n  c o n s t a n t s .  T h e r e f o r e ,  s i x  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e
r e q u i r e d  t o  d e t e r m i n e  t h e s e  c o n s t a n t s .  T h e  c o n d i t i o n  o f  n o  n o r m a l  f l o w  a t  X  =  0  a n d
X  =  1  r e q u i r e s  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n  t o  b e  z e r o  a t  t h e  b a s i n  w a l l s .  R e c a l l  t h a t  t h e
n o  n o r m a l  f l o w  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a t  y  =  0  a n d  y  =  1  h a v e  a l r e a d y  b e e n  s a t i s f i e d
b y  t h e  s i n e  s e r i e s  ( 3 . 7 ) .  A n o t h e r  t w o  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r i s e  f r o m  m a t c h i n g  t h e
s o l u t i o n  a t  t h e  z o n a l  p o s i t i o n  o f  t h e  d e l t a  f u n c t i o n  o f  t h e  f o r c i n g  X  =  X p .  T h e  s t r e a m
f u n c t i o n  i s  c o n t i n u o u s  a t  t h i s  p o i n t  a n d  s o  p r o v i d e s  t h e  f i r s t  o f  t h e s e  c o n d i t i o n s ;
i n t e g r a t i n g  ( 3 . 9 )  f r o m  X p  -  E  t o  X p  +  E  a n d  t a k i n g  t h e  l i m i t  a s  E  g o e s  t o  z e r o  y i e l d s  t h e
s e c o n d  m a t c h i n g  c o n d i t i o n  f o r  t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e  o f  Ø n  ( x )  T h e  l a s t  t w o  u n k n o w n
c o e f f c i e n t s  a r e  d e t e r m i n e d  b y  a s s u m i n g  t h a t  t h e  t o t a l  s t r e a m  f u n c t i o n  h a s  t h e  f o r m
. T , (  t )  - i W F  t
~  X  I ,  y ,  =  e  n . d .
~ Ø i
Ø i
! .  A .
d  ' f I
f o r  0 . -  y . -  d
f o r  d . -  y . -  1  -  d
f o r  1  -  d  . -  y . -  1
( 3 . 1 1 )
a t  x  =  X I ,  w h e r e  Ø i  i s  t h e  b a r r i e r  c o n s t a n t  s u c h  t h a t  t h e  f u l l  s t r e a m  f u n c t i o n  o n  t h e
b a r r i e r  i s  W ( X i ,  t )  =  e - i w F n . d . t Ø I  A  n o  n o r m a l  f l o w  c o n d i t i o n  a t  t h e  b a r r I e r  d i c t a t e s
t h a t  Ø i  m u s t  b e  i n d e p e n d e n t  o f  y .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  Ø i  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e
.  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  f o r c i n g ,  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y ,  a n d  t h e  f r i c t i o n  p a r a m e t e r
a n d  m u s t  b e  d e t e r m i n e d  a s  p a r t  o f  t h e  s o l u t i o n .  T h e  f o r m  ( 3 . 1 1 )  h o l d s  f o r  d  . - . -  1
a n d  a s s u m e s  t h e  f l o w  i s  z o n a l ,  i n d e p e n d e n t  o f  y  a n d  t i m e  p e r i o d i c  i n  t h e  r e g i o n  o f  t h e
n a r r o w  g a p s .  S e e  P e d l o s k y  a n d  S p a l l  ¡ 4 J  f o r  a  c o m p a r i s o n  o f  t h i s  l i n e a r  a s s u m p t i o n
t o  n u m e r i c a l  r e s u l t s ,  w i t h o u t  t h e  p r e s e n c e  o f  f r i c t i o n .  T h e  l i n e a r  a s s u m p t i o n  i s  v a l i d
a s  l o n g  a s  t h e  S t o m m e l  b o u n d a r y  l a y e r  i s  s m a l l  c o m p a r e d  t o  t h e  g a p  w i d t h .
T h e  a s s u m e d  f o r m  f o r  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n  a t  X  =  X I ,  s e e  ( 3 . 1 1 ) ,  i s  e x p a n d e d  i n
a  F o u r i e r  s i n e  s e r i e s ,  a n d  i t s  F o u r i e r  c o e f f c i e n t  f u n c t i o n s ,  Ø n ( X i ) ,  a r e  m a t c h e d  t o  t h e
s o l u t i o n s  o f  ( 3 . 1 0 )  i n  t h e  r e g i o n s  0  . -  X  . -  X I  a n d  X I  . -  X  . -  X p  o n  t h e  l i n e  X  =  X I .
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A t  t h i s  p o i n t  t h e  F o u r i e r  c o e f f c i e n t s ,  c P n  ( x ) ,  a r e  d e t e r m i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e  f o r c i n g
a n d  ø  I .  T h e  s o l u t i o n s  f o r  t h e  F o u r i e r  c o e f f c i e n t s  o f  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n  a r e
I n  t h e  r e g i o n  0  ~  x  ~  X i
c P n ( X )  =  E n  s i n h  a n ( x )
( 3 . 1 2 )
I n  t h e  r e g i o n  X i  ~  X  ~  X p
c P n ( X )  =  C n s i n h a n ( x  -  X i )  +  D n  
c o s h  
a n ( x  -  X i )
( 3 . 1 3 )
I n  t h e  r e g i o n  X p  ~  x  ~  1
Ø n  ( x )  =  A n  s i n h  a n  ( x  -  1 )
( 3 . 1 4 )
w i t h
D n  =  4 Ø i  s i n ( m r d ) A I ( n )
n 2 7 r 2 d
' 1  0  i f  n  =  e v e n
M ( n )  =
1  i f  n  =  o d d
( 3 . 1 5 )
( 3 . 1 6 )
1  -
C n  =  .  h  (  )  ( T n s i n h a n ( x p  -  1 )  -  D n a n c o s h a n ( l -  X I ) )
a n  s i n  a n  1  -  X  i
( 3 . 1 7 )
A n  =  .  h  t  )  ( C n  s i n h  a n  ( x  p  -  X  i )  +  D n  c o s h  a n  ( x  p  -  X  i )  )
s i n  a n  X  p  -  1
( 3 . 1 8 )
I n  e q u a t i o n  ( 3 . 1 7 ) ,  T n
E  _  D n
n  -
s i n h  a n x i
~ e i ( x F - x I ) T n '  F i n a l l y ,  t o  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e  o f  Ø i ,
( 3 . 1 9 )
t h e  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n  i s  f o u n d  b y  i n t e g r a t i n g  t h e  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t  o f  t h e
h o r i z o n t a l  m o m e n t u m  e q u a t i o n
a i l  A . .  ( p  l u l 2 )  . .  . .
-  +  ( (  +  f )  k  x  u  =  - V '  -  +  -  -  r u  +  F
a t p 2
( 3 . 2 0 )
a b o u t  t h e  b a r n e r .  H e r e  w e  a s s u m e  t h e r e  i s  n o  f o r c i n g  t a n g e n t  t o  t h e  b a r r i e r
T h e  i n t e g r a l  o f  t h e  s e c o n d  t e r m  o n  t h e  l e f t  s i d e  i s  e q u a l  t o  z e r o  d u e  t o  t h e  b o u n d a r y
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c o n d i t i o n  o f  n o  n o r m a l  f l o w .  N o t e  t h a t ,  a l t h o u g h  w e  a r e  s o l v i n g  a  l i n e a r  p r o b l e m ,  t h e
n o n l i n e a r  p a r t  o f  t h e  s e c o n d  t e r m  w i l  a l s o  i n t e g r a t e  t o  z e r o ,  a n d  h e n c e  t h e  c i r c u l a t i o n
c o n d i t i o n  a p p l i e s  t o  n o n l i n e a r  p r o b l e m s  a s  w e l L .  T h e  i n t e g r a l  o f  t h e  f i r s t  t e r m  o n
t h e  r i g h t  s i d e  i s  a l s o  z e r o  s i n c e  i t  i s  t h e  i n t e g r a l  o f  a  p e r f e c t  d i f f e r e n t i a L .  T h e  t w o
r e m a i n i n g  t e r m s  l e a d  t o  t h e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 3 . 2 1 )  f o r  t h e  c i r c u l a t i o n
i n t e g r a l ,  w h i c h  i s  K e l v i n ' s  t h e o r e m  a p p l i e d  o n  a  c o n t o u r  e n c i r c l i n g  t h e  b a r r i e r .
( : t  +  T )  f  i 1  .  d s  =  0
( 3 . 2 1  )
T h e  t r a n s i e n t  s o l u t i o n s  d e c a y  e x p o n e n t i a l l y  i n  t i m e  l e a v i n g  a  s t e a d y  p e r i o d i c  s o l u t i o n .
T h e r e f o r e ,  a f t e r  t h e  t r a n s i e n t s  h a v e  d e c a y e d  a w a y ,  t h e  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n  i s
f  i 1  d s  =  0
( 3 . 2 2 )
S i n c e  t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  b a r r i e r  i s  a  t h i n  m e r i d i o n a l  l i n e ,  t h e  a b o v e  i n t e g r a l  b e c o m e s
r 1 - d  r 1 - d
J d  V + ( X i  ) d y  =  J d  V - ( X I  ) d y
( 3 . 2 3 )
w h e r e  V + ( X i )  =  L ~ = i  ô : x + l x = x ¡ s i n ( m r y )  a n d  V _ ( X i )  =  L ~ = i  ô : x - I x = x ¡ s i n ( m r y )  T h e
p o s i t i v e  s u b s c r i p t  r e f e r s  t o  t h e  s o l u t i o n  j u s t  e a s t  o f  t h e  b a r r i e r ;  l i k e w i s e ,  t h e  n e g a t i v e
s u b s c r i p t  r e f e r s  t o  t h e  s o l u t i o n  j u s t  w e s t  o f  t h e  b a r r i e r .  A f t e r  m a k i n g  t h e  s u b s t i t u t i o n s
f o r  t h e  m e r i d i o n a l  v e l o c i t i e s ,  a  s o l u t i o n  f o r  t h e  t i m e  i n d e p e n d e n t  p a r t  o f  t h e  s t r e a m
f u n c t i o n  o n  t h e  b a r r i e r  i s  o b t a i n e d .
Ø i  =
L  2 r n s i n h u n ( X F - l ) c o s ( n 7 r d )
n = o d d  1 l n s i n h  u n ( l - x ¡ )
L  a n  s i n ( n 1 l d )  c o s ( n 1 l d )  s i n h ( u n )
n = o d d  n 3 1 l 3 d s i n h u n ( 1 - x ¡ )  s i n h u n ( x ¡ )
( 3 . 2 4 )
F o r  t h e  e v e n  c o m p o n e n t s  t h e  e q u a t i o n  i s  t r i v i a l l y  s a t i s f i e d  a n d  p r o v i d e s  n o  i n -
f o r m a t i o n  a b o u t  c P i  C o n s i d e r i n g  t h e  s o l u t i o n  i n  t h e  w e s t e r n  b a s i n  ( 3 . 1 2 ) ,  w e  s e e
t h a t  t h e  F o u r i e r  c o e f f c i e n t  f u n c t i o n s  a r e  z e r o  w h e n  n  i s  e v e n ,  i m p l y i n g  t h a t  t h e r e
i s  n o  t r a n s p o r t  b e t w e e n  t h e  b a s i n  a n d  t h e  b a r r i e r  f o r  t h e s e  m o d e s .  N o  t r a n s p o r t
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b e t w e e n  t h e  b a r r i e r  t i p  a n d  t h e  b a s i n  w a l l  i s  e q u i v a l e n t  t o  Ø i  =  O .  T h e  c o n c l u s i o n  i s
t h a t  e v e n  c o m p o n e n t s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  m o t i o n s  w h i c h  a r e  a n t i s y m m e t r i c  a b o u t  t h e
m i d - l a t i t u d e  y  =  0 . 5 ,  m a k e  n o  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  v a l u e  Ø i .
I f  t h e  o d d  F o u r i e r  c o m p o n e n t s  o f  t h e  f o r c i n g ,  T n ,  a r e  z e r o ,  i t  f o l l o w s  t h a t  Ø i  =  O .
T h e r e f o r e ,  a  f o r c i n g  w h i c h  i s  a n t i s y m m e t r i c  a b o u t  y  =  0 . 5  w i l  y i e l d  n o  f l o w  t h r o u g h
t h e  g a p s .  F r o m  ( 3 . 1 2 ) ,  i t  t h e n  f o l l o w s  t h a t  t h e r e  w o u l d  b e  n o  r e s p o n s e  i n  t h e  w e s t e r n
b a s i n .
T h e  f u l l  b a s i n ,  e a s t e r n  s u b - b a s i n ,  a n d  w e s t e r n  s u b - b a s i n  v a r i a n c e  o f  t h e  r e s p o n s e
i s  c a l c u l a t e d  b y  i n t e g r a t i n g  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  s q u a r e  o f  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n
o v e r  t h e  a r e a  o f  t h e  f u l l  b a s i n ,  e a s t e r n  s u b - b a s i n ,  a n d  w e s t e r n  s u b - b a s i n ,  r e s p e c t i v e l y
.  v a r i a n c e  =  ! Ð  ø c j *  d x d y
( 3 . 2 5 )
T h e  f i n a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  v a r i a n c e  a l o n g  w i t h  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  i n t e g r a l  o f  t h e
m e r i d i o n a l  v e l o c i t y  v +  o n  t h e  e a s t e r n  s i d e  o f  t h e  b a r r i e r  a l o n e ,
r 1 - d
E C  =  J d  V + ( X I  ) d y
( 3 . 2 6 )
i s  s h o w n  i n  t h e  a p p e n d i x  C .  T h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n  f o r  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n  i s  g i v e n
b y
0 0
w ( x ,  y ,  t )  =  e - i ( W F n . d . t + k ( x - x ¡ ) )  L  Ø n  s i n ( m r y )
n = l
3 . 2  R e s u l t s
W h e n  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a p p r o a c h e s  a  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  s y s t e m  w e  h a v e
r e s o n a n c e ,  w h e r e  t h e  s o l u t i o n  i s  d o m i n a t e d  b y  a  s i n g l e  m o d e .  S i n c e  t h e r e  i s  a  s m a l l
a m o u n t  o f  b o t t o m  f r i c t i o n  p r e s e n t  w e  w i l  o b t a i n  a  f i n i t e  r e s o n a n t  r e s p o n s e .  F o r
t h e  r e s u l t s  o f  s e c t i o n s  3 . 2 . 1 ,  3 . 2 . 2 ,  a n d  3 . 2 . 3  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  i s  r  =  1 0 - 8  T h i s
s m a i l  v a l u e  w a s  c h o s e n  s o  t h a t  w e  c o u l d  e x a m i n e  w e l l  s e p a r a t e d  r e s o n a n t  s o l u t i o n s
c o r r e s p o n d i n g  t o  f o r c i n g s  a t  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s .  A s  m e n t i o n e d  i n  s e c t i o n  3 . 1 ,
t h e  f o r c i n g  s t r u c t u r e  i s  a  d e l t a  s t r u c t u r e  i n  t h e  z o n a l  d i r e c t i o n  a n d  b y  c h o o s i n g  t h e
3 1
f o r c i n g  c o e f f c i e n t s ,  T n ,  i n  e q u a t i o n  ( 3 . 8 )  w e  d e t e r m i n e  t h e  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e  o f
t h e  f o r c i n g .  I n  t h i s  c h a p t e r  t h e  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  f o r c i n g  w a s  c h o s e n  t o  b e
e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  a p p r o x i m a t e  d e l t a  f u n c t i o n s .  T h i s  w a s  a c c o m p l i s h e d  b y  l e t t i n g
T n  =  2  s i n ( n 7 i Y o ) e - ( 1 / l O ) n 2 ,  w h e r e  Y o  i s  t h e  c e n t e r  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  d e l t a  f u n c t i o n .
T h e  f a c t o r  e - ( 1 / l O ) n 2  m a k e s  t h e  f u n c t i o n  a n  a p p r o x i m a t e ,  s m o o t h e d  d e l t a  f u n c t i o n  b y
e l i m i n a t i n g  t h e  h i g h e r  t e r m s  i n  t h e  s u m m a t i o n  o f  t h e  F o u r i e r  s e r i e s .
3 . 2 . 1  S y m m e t r i c  F o r c i n g
T h i s  f o r c i n g  i s  s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  o f  t h e  b a s i n .  I t  i s  r e p r e s e n t e d  b y  a
d e l t a  f u n c t i o n  a t  X p  =  0 . 0 7  a n d  a n  a p p r o x i m a t e  d e l t a  f u n c t i o n  a t  Y o  =  0 . 5  F i g u r e
B - 2  ( a ) ,  ( b )  a n d  ( c )  s h o w  t h e  v a r i a n c e  o f  t h e  f u l l  b a s i n ,  e a s t e r n  s u b - b a s i n  a n d  t h e
w e s t e r n  s u b - b a s i n ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  b a r r i e r  c o n s t a n t ,  I Ø i  I ,  w h i c h
i n d i c a t e s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  f l u x  t h r o u g h  t h e  g a p s ,  i s  a l s o  p l o t t e d  i n  t h e s e  F i g u r e s
b y  a  d o t t e d  l i n e .  T h e  p e a k s  i n  t h e  v a r i a n c e  o c c u r  w h e r e  t h e r e  i s  a  r e s o n a n t  s o l u t i o n .
F i g u r e  B - 3  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c ) ,  ( d ) ,  ( e ) ,  ( f ) ,  a n d  ( g )  a r e  t h e  c o n t o u r  p l o t s  o f  
t h e  a b s o l u t e  v a l u e
o f  e n v e l o p e  f u n c t i o n ,  l ø ( x , y ) l ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  f i r s t  s e v e n  r e s o n a n t  s o l u t i o n s  a s
t h e  f r e q u e n c y  i s  d e c r e a s e d .  N o t e  t h a t ,  s i n c e  t h e  f o r c i n g  w a s  s y m m e t r i c ,  o n l y  t h e  f u l l
b a s i n  m o d e s  p r e s e n t e d  i n  s e c t i o n  2 . 2  a r e  e x c i t e d  a n d  h e n c e  t h e s e  r e s o n a n t  s o l u t i o n s
a r e  d o m i n a t e d  b y  a  s i n g l e  f u l l  b a s i n  m o d e .
A  S u b s e t  o f  S y m m e t r i c  S u b - B a s i n  M o d e s
C o n s i d e r  t h e  s o l u t i o n s  f o r c e d  a t  t h e  f r e q u e n c i e s  w P n . d .  =  0 . 0 4 7 9  a n d  w P n . d .  =  0 . 0 3 5 6 ,
s e e  F i g u r e s  B - 3  ( d )  a n d  ( g ) .  A s  w e  h a v e  e x p l a i n e d ,  t h e s e  r e s o n a n t  s o l u t i o n s  a r e
d o m i n a t e d  b y  a  s i n g l e  s y m m e t r i c  f u l l  b a s i n  m o d e  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  2 . 2 .  I n  f a c t ,
s i n c e  t h e  f o r c i n g  i s  s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  f o r  t h i s  l i n e a r  p r o b l e m ,  a l l
t h e  m o d e s  c o n t r i b u t i n g  t o  t h e  r e s p o n s e  a r e  f u l l  b a s i n  m o d e s .  W h y  t h e n  d o  t h e  t w o
f u l l  b a s i n  m o d e s  d o m i n a t i n g  t h e  s o l u t i o n s  i n  F i g u r e s  B - 3  ( d )  a n d  ( g )  h a v e  s u c h  a
s t r o n g  r e s e m b l a n c e  t o  s u b - b a s i n  m o d e s  i n  b o t h  f r e q u e n c y  a n d  s p a t i a l  s t r u c t u r e ?  A t
a  g l a n c e ,  t h e  c o n t o u r  p l o t s  i n  F i g u r e s  B - 3  ( d )  a n d  ( g )  i n d i c a t e  t h a t  t h e  s o l u t i o n  a t
w P n . d  =  0 . 0 4 7 9  m i g h t  b e  a n  e a s t e r n  s u b - b a s i n  m o d e  a n d  t h e  s o l u t i o n  a t  W P n . d  =  0 . 0 3 5 6
.
m i g h t  b e  a  w e s t e r n  s u b - b a s i n  m o d e .  B o t h  t h e s e  m o d e s  h a v e  a  ( 1 , 3 )  s t r u c t u r e  i n  t h e i r
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r e s p e c t i v e  s u b - b a s i n s .  T h e i r  r e s e m b l a n G e  t o  s u b - b a s i n  m o d e s  m a n i f e s t s  i t s e l f  a g a i n  i n
t h e i r  r e s o n a n t  f r e q u e n c i e s ,  w P n . d .  =  0 . 0 4 7 9  a n d  W P n . d .  =  0 . 0 3 5 6 ,  w h i c h  a r e  e q u a l  t o  t h e
r e s o n a n t  f r e q u e n c i e s  o f  t h e  m o d e  ( 1 , 3 )  i n  b a r r i e r - f r e e  b a s i n s  t h e  s i z e  o f  t h e  e a s t e r n
a n d  w e s t e r n  s u b - b a s i n s  r e s p e c t i v e l y .
C l e a r l y ,  t h e  d o m i n a n t  b a r r i e r  m o d e s  a t  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s  w P n . d .  =  0 . 0 4 7 9  a n d
W P n . d .  =  0 . 0 3 5 6  h a v e  p r o p e r t i e s  o f  s u b - b a s i n  b a r r i e r  m o d e s .  Y e t ,  a s  e x p l a i n e d  b y  t h e
t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  s e c t i o n  2 . 2 ,  w e  k n o w  t h a t  b a r r i e r  b a s i n  m o d e s  w h i c h  a r e  p u r e l y
s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  c a n  n o t  p o s s i b l y  b e  s u b - b a s i n  m o d e s  w h i c h  a r e
a n t i s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e .
A n o t h e r  i n d i c a t i o n  t h a t  t h e  b a r r i e r  m o d e s  w i t h  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  0 . 0 4 7 9  a n d
0 . 0 3 5 6  a r e  n o t  s u b - b a s i n  m o d e s  i s  t h a t  i n  F i g u r e s  B - 3  ( d )  a n d  ( g )  w e  s e e  a  s m a l l
c i r c u l a t i o n  i n  t h e  w e s t e r n  a n d  e a s t e r n  s u b - b a s i n ,  r e s p e c t i v e l y .  I t  i s  n e c e s s a r y  t o  h a v e
a  s m a l l  c i r c u l a t i o n  i n  t h e  a d j o i n i n g  b a s i n  t o  s a t i s f y  t h e  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n  a b o u t
t h e  b a r r i e r .  S i n c e  e a c h  o f  t h e s e  m o d e s  c o n s i s t s  o f  t h r e e  c e l l s  s t a c k e d  i n  t h e  m e r i d i o n a l
d i r e c t i o n  a l o n g  a  s i d e  o f  t h e  b a r r i e r ,  w i t h  t h e  c i r c u l a t i o n  i n  t h e  m i d d l e  c e l l  o p p o s i t e
t o  t h e  c i r c u l a t i o n  i n  t h e  e n d  c e l l s ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e r e  i s  a  w e a k  n e t  c i r c u l a t i o n  a l o n g
t h e  b a r r i e r  w h i c h  m u s t  b e  c o m p e n s a t e d  f o r  i n  t h e  a d j o i n i n g  b a s i n .  T h e  n e t  c i r c u l a t i o n
a l o n g  t h e  e a s t  s i d e  o f  t h e  b a r r i e r  i s  c a l c u l a t e d  a s  E C  =  8 8 9 . 1 0 2 2  f o r  w P n . d .  =  0 . 0 4 7 9
a n d  a s  E C  =  - 8 1 . 4 4 0 8  f o r  w P n . d .  =  0 . 0 3 5 6 ,  s e e  F i g u r e  B - 3  ( d )  a n d  ( g )
I n  t h e  c a s e  o f  t h e  s u b - b a s i n  m o d e s  w h i c h  a r e  p u r e l y  a n t i s y m m e t r i c  a b o u t  t h e
m i d - l a t i t u d e ,  a  t o t a l  c a n c e l l a t i o n  o f  t h e  f l o w  c a n  o c c u r  i n  t h e  s u b - b a s i n  a n d  t h e r e  i s
n o  n e e d  f o r  a n y  f l o w  i n  t h e  a d j o i n i n g  b a s i n  t o  s a t i s f y  t h e  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n .  W e
w i l  s h o w  i n  s e c t i o n  3 . 3  t h a t  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  e x c i t e  a  p u r e  w e s t  s u b - b a s i n  m o d e
w i t h  a  f o r c i n g  c o n t a i n e d  i n  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n .  H e n c e ,  t h i s  i s  a n o t h e r  i n d i c a t i o n
t h a t  t h e  r e s o n a n t  m o d e  a t  W P n . d .  =  0 . 0 3 5 6  i s  i n d e e d  a  f u l l  b a s i n  m o d e .
S i n c e  t h e  r e s p o n s e s  f o r  t h e  s o l u t i o n s  f o r c e d  a t  w P n . d .  =  0 . 0 4 7 9  a n d  w P n . d .  =  0 . 0 3 5 6
a r e  c o n t a i n e d  p r i m a r i l y  i n  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n  o r  t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n ,  r e s p e c t i v e l y ,
t h e  v a l u e  o f  t h e  b a r r i e r  c o n s t a n t  d o e s  n o t  p e a k  w i t h  t h e  v a r i a n c e  a t  t h e s e  f r e q u e n c i e s ;
t h e  r e a s o n  b e i n g  t h a t  t h e r e  i s  n o t  v e r y  m u c h  t r a n s p o r t  t h r o u g h  t h e  g a p s ,  d ,  a s s o c i a t e d
w i t h  t h e s e  f u l l  b a s i n  b a r r i e r  m o d e s ,  s e e  F i g u r e s  B - 5  ( a ) ,  ( b ) ,  a n d  ( c ) .
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W e  c o n c l u d e  t h a t  t h e s e  m o d e s  a t  W P n . d .  =  0 . 0 4 7 9  a n d  w P n . d .  =  0 . 0 3 5 6  a r e  n o t  i n
t h e  s e t  o f  a n t i s y m m e t r i c  s u b - b a s i n  m o d e s  i n  s e c t i o n  2 . 2 ,  b u t  t h e y  d o  f o r m  a  s u b s e t
o f  s u b - b a s i n  " l i k e "  m o d e s  i n  t h e  s e t  o f  f u l l  b a s i n  m o d e s .
3 . 2 . 2  A n t i s y m m e t r i c  F o r c i n g
T h e  a n t i s y m m e t r i c  f o r c i n g  w a s  c o n s t r u c t e d  w i t h  a  z o n a l  d e l t a  f u n c t i o n  a t  X p  =  0 . 0 7
a n d  a n  a p p r o x i m a t e  d e l t a  f u n c t i o n  a t  Y o  =  0 . 7 5  m i n u s  a n  a p p r o x i m a t e  d e l t a  f u n c t i o n
a t  Y o  =  0 . 2 5 .  T h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n  v a r i a n c e  a n d  t h e  b a r r i e r  c o n s t a n t ,  Ø i ,  w e r e
z e r o  f o r  a l l  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s  s i n c e  t h e r e  i s  n o  f l o w  t h r o u g h  t h e  g a p s .  F i g u r e s  B - 4
( a )  a n d  ( b )  s h o w  t h e  f u l l  b a s i n  a n d  e a s t e r n  s u b - b a s i n  v a r i a n c e ,  r e s p e c t i v e l y .  F i g u r e s
B - 4  ( c )  a n d  ( d )  s h o w  t h e  c o n t o u r s  o f  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n  f o r  t h e  f i r s t  t w o  r e s o n a n t
f r e q u e n c i e s  a s  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  d e c r e a s e s .  N o t e  t h a t  t h e  r e s o n a n t  s o l u t i o n s  a r e
a n t i s y m m e t r i c  a n d  c o n t a i n e d  o n l y  i n  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n .  S i n c e  t h e  f o r c i n g  i s  a n t i -
s y m m e t r i c  t h e  s o l u t i o n  i s  c o m p o s e d  o n l y  o f  s u b - b a s i n  m o d e s .  I n  s e c t i o n  3 . 3  w e  w i l
s h o w  w h y  w e s t e r n  s u b - b a s m  m o d e s  c a n  n o t  b e  e x c i t e d  b y  a  f o r c i n g  c o n t a i n e d  i n  t h e
e a s t e r n  b a s i n  e v e n  t h o u g h  i t s  s t r u c t u r e  i s  a n t i s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e .
3 . 2 . 3  A s y m m e t r i c  F o r c i n g
T h e  a s y m m e t r i c  f o r c i n g  w a s  c r e a t e d  b y  a n  a p p r o x i m a t e  d e l t a  f u n c t i o n  a t  X p  =  0 . 7
a n d  a  d e l t a  f u n c t i o n  a t  y  = 0 . 7 5 .  T h e  f u l l  b a s i n ,  e a s t e r n  s u b - b a s i n  a n d  w e s t e r n
s u b - b a s i n  v a r i a n c e  a l o n g  w i t h  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  b a r r i e r  c o n s t a n t ,  I Ø i l ,  a r e
p r e s e n t e d  i n  F i g u r e s  B - 5  ( a ) ,  ( b ) ,  a n d  ( c )  W h e n  t h e r e  i s  a  r e s o n a n t  m o d e  w h i c h
i n v o l v e s  a  l a r g e  f l u x  t h r o u g h  t h e  g a p  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  b a r r i e r  c o n s t a n t  p e a k s
w i t h  t h e  v a r i a n c e .  W h e n  t h e r e  i s  a  r e s o n a n t  m o d e  w h i c h  d o e s  n o t  i n v o l v e  m u c h  f l o w
t h r o u g h  t h e  g a p  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  b a r r i e r  c o n s t a n t  r e m a i n s  s m a l l  w h i l e  t h e
v a r i a n c e  i s  l a r g e .  T h e  c o n t o u r  p l o t s  o f  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  r e s o n a n t  s o l u t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e s  B - 6  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c ) ,
( d ) ,  ( e ) ,  ( f ) ,  ( g ) ,  ( h ) ,  a n d  ( i ) .  S i n c e  w e  h a v e  a n  a s y m m e t r i c  f o r c i n g ,  b o t h  s y m m e t r i c
f u l l  b a s i n  m o d e s  a n d  a n t i s y m m e t r i c  s u b - b a s i n  m o d e s  w i l  c o n t r i b u t e  t o  o u r  s o l u t i o n .
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H e n c e ,  w i t h  t h i s  f o r c i n g  t h e  r e s o n a n t  s o l u t i o n  c o u l d  b e  d o m i n a t e d  b y  e i t h e r  a  f u l l
b a s i n  o r  s u b - b a s i n  m o d e .  F r o m  t h e  n i n e  r e s o n a n t  s o l u t i o n s  w e  h a v e  c o n s i d e r e d  i n
F i g u r e  B - 6  s e v e n  o f  t h e m  ( ( a ) ,  ( b ) ,  ( d ) ,  ( e ) ,  ( g ) ,  ( h ) ,  a n d  ( i ) )  a r e  d o m i n a t e d  b y  t h e
s a m e  r e s o n a n t  f u l l  b a s i n  m o d e s  o f t h e  s y m m e t r i c  f o r c i n g  i n  s e c t i o n  3 . 2 . 1  t w o  o f  t h e m ,
( e )  a n d  ( f ) ,  a r e  d o m i n a t e d  b y  t h e  s a m e  r e s o n a n t  s u b - b a s i n  m o d e s  i n  s e c t i o n  3 . 2 . 2 .
C o m p a r i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  c i r c u l a t i o n  a l o n g  t h e  e a s t e r n  s i d e  o f  t h e  b a r r i e r ,  E C ,  o f
t h e  a s y m m e t r i c  f o r c e d  f u l l  b a s i n  m o d e s ,  F i g u r e s  B - 6  ( a ) ,  ( b ) ,  ( d ) ,  ( e ) ,  ( f ) ,  ( g ) ,  ( h ) ,
a n d  ( i )  t o  t h e  v a l u e s  o f  E C  f o r  t h e  s y m m e t r i c a l l y  f o r c e d  m o d e s  F i g u r e s  B - 3 ,  w e  s e e
t h a t  t h e  p r e s e n c e  o f  a n t i s y m m e t r i c  m o d e s  i n  t h e  a s y m m e t r i c  s o l u t i o n s  h a s  c a u s e d  t h e
c i r c u l a t i o n  a l o n g  t h e  e a s t  s i d e  t o  d e c r e a s e .
A l m o s t  a l l  o f  t h e s e  i i n e  r e s o n a n t  f r e q u e n c i e s  a r e  n e a r l y  e q u a l  t o  a  b a r r i e r - f r e e  b a s i n
r e s o n a n t  f r e q u e n c y .  I n  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  r e s p o n s e  i s  s t r o n g e s t  i n  a  s u b - b a s i n ,  t h e
r e s o n a n t  f r e q u e n c y  i s  e q u a l  t o  a n  e i g e n f r e q u e n c y  f o r  a  b a r r i e r - f r e e  b a s i n  t h e  s i z e  o f  t h e
s u b - b a s i n .  S u r p r i s i n g l y ,  m o s t  o f  t h e  b a r r i e r  b a s i n  r e s o n a n t  s o l u t i o n s  a l s o  r e s e m b l e  t h e
b a r r i e r - f r e e  b a s i n  m o d e s  i n  t e r m s  o f  t h e i r  s t r u c t u r e s .  T a b l e  A . 1 l i s t s  a  c o m p a r i s o n  o f
t h e  b a r r i e r  m o d e s  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  b a r r i e r - f r e e  b a s i n  m o d e s  w h i c h  t h e y  r e s e m -
b l e .  N o t e  t h a t  w e  h a v e  t w o  f u l l  b a r r i e r  b a s i n  m o d e s ,  a t  f r e q u e n c i e s  o f  W P n . d .  =  0 . 0 3 9
a n d  w P n . d  =  0 . 0 3 8 1 ,  w h i c h  d o  n o t  c o r r e s p o n d  t o  a n y  o f  t h e  n a t u r a l .  f r e q u e n c i e s  o f  t h e
c o r r e s p o n d i n g  b a r r i e r - f r e e  b a s i n .  A  c l o s e r  l o o k  a t  t h e i r  c o n t o u r  p l o t s ,  s e e  F i g u r e s  B - 6
( g )  a n d  ( h ) ,  d e m o n s t r a t e s  t h a t  t h e y  a l s o  h a v e  n o  s t r u c t u r a l  r e s e m b l a n c e  t o  a n y  o f  t h e
b a r r i e r - f r e e  m o d e s .
3 . 2 . 4  B o t t o m  F r i c t i o n
W h e n  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  i s  i n c r e a s e d  t h e  r e s o n a n t  s o l u t i o n s  d i m i n i s h  i n  t h e  m a g -
n i t u d e  o f  t h e i r  r e s p o n s e .  T h e  p e a k s  i n  t h e  v a r i a n c e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  r e s o n a n t
s o l u t i o n s  b r o a d e n  i n  f r e q u e n c y  a n d  e v e n t u a l l y  t h e  p e a k s  m e r g e  t o g e t h e r  a n d  t h e n
d i s a p p e a r .  T h e s e  e f f e c t s  a r e  d e m o n s t r a t e d  i n  F i g u r e s  B - 7  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c ) ,  ( d ) ,  ( e ) ,  a n d
( f ) ,  w h i c h  p l o t  t h e  f u l l  b a s i n  v a r i a n c e  a s  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  p a r a m e t e r  r  i s  i n c r e a s e d
f r o m  r  =  0 . 0 0 0 1 ,  i n  ( a ) ,  u p  t o  r  =  0 . 0 1 6 7 ,  i n  ( f ) .
A s  o n e  w o u l d  p r o b a b l y  e x p e c t ,  t h e  e f f e c t  o f  i n c r e a s i n g  t h e  f r i c t i o n  a t  a  r e s o n a n t
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f o r c i n g  f r e q u e n c y  i s  t o  d i m i n i s h  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  b a s i n .  T h i s  c a n  b e  o b s e r v e d  f o r
t h e  f i r s t  f u l l  b a s i n  m o d e  i n  F i g u r e s  B - 7  w h o s e  r e s o n a n t  p e a k  d i m i n i s h e s  i n  s i z e  e a c h
t i m e  t h e  f r i c t i o n  i s  i n c r e a s e d .  H o w e v e r ,  i n c r e a s i n g  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  c a n  a c t u a l l y  i n -
c r e a s e  t h e  r e s p o n s e  f o r  c e r t a i n  n o n - r e s o n a n t  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s .  T h e  n o n d i m e n s i o n a l
f o r c i n g  f r e q u e n c y  w P n . d  =  0 . 0 8  w i t h  a  s y m m e t r i c  f o r c i n g  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  w a s
c h o s e n  a s  a n  e x a m p l e  t o  d e m o n s t r a t e  t h i s .  F i g u r e s  B - 8  ( a ) ,  ( b ) ,  a n d  ( c )  p l o t  t h e
f u l l  b a s i n  v a r i a n c e ,  e a s t e r n  s u b - b a s i n  v a r i a n c e ,  a n d  t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n  v a r i a n c e
v s  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  p a r a m e t e r  r ,  r e s p e c t i v e l y .  I t  i s  o b v i o u s ,  s e e  F i g u r e  B - 8  ( a ) ,
t h a t  a s  t h e  f r i c t i o n  i n c r e a s e s  a n d  t h e  r e s o n a n t  p e a k s  m e r g e  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  b a s i n
a t  t h i s  o f f  r e s o n a n t  f r e q u e n c y  i n c r e a s e s  u p  u n t i l  r  =  0 . 0 0 2 .  W h e n  t h e  b o t t o m  f r i c -
t i o n  i n c r e a s e s  f u r t h e r  t h e  r e s p o n s e  d i m i n i s h e s  a g a i n .  T h e  r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  t h e
f r e q u e n c y  W P n . d .  =  0 . 0 8  l i e s  b e t w e e n  t h e  t w o  r e s o n a n t  s o l u t i o n s  o f  t h e  f i r s t  t w o  f u l l
b a s i n  m o d e s ,  W n . d .  =  0 . 0 1 0 5 7  a n d  W n . d .  =  0 . 0 6 8 6 .  A s  t h e  f r i c t i o n  i s  i n c r e a s e d  a n d
t h e  r e s o n a n t  p e a k s ,  W n . d .  =  0 . 0 1 0 5 7  a n d  W n . d .  =  0 . 0 6 8 6 ,  b e c o m e  s h o r t e r  a n d  w i d e r
t h e  v a r i a n c e  i n  t h e  v a l l e y  o f  f r e q u e n c i e s  a b o u t  W P n . d .  =  0 . 0 8  b e t w e e n  t h e s e  t w o  p e a k s
a c t u a l l y  i n c r e a s e s .  A f t e r  a  c e r t a i n  p o i n t ,  r  =  0 . 0 0 2 ,  f u r t h e r  i n c r e a s e s  i n  f r i c t i o n  c a u s e
t h e  o v e r a l l  s o l u t i o n  t o  d e c r e a s e .
A n o t h e r  i n t e r e s t i n g  r e s u l t ,  d e m o n s t r a t e d  i n  F i g u r e s  B - 8  ( b )  a n d  ( c ) ,  i s  t h a t  t h e  r e -
s p o n s e  i n  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n  a n d  w e s t e r n  s u b - b a s i n  d i f f e r  a s  t h e  f r i c t i o n  i s  i n c r e a s e d .
T h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n  r e s p o n s e  d i m i n i s h e s  a s  t h e  f r i c t i o n  i s  i n c r e a s e d .  M e a n w h i l e  t h e
w e s t e r n  s u b - b a s i n  r e s p o n s e  i n i t i a l l y  i n c r e a s e s  i n  m a g n i t u d e  u n t i l  r  =  0 . 0 0 2  a n d  t h e n
d e c r e a s e s  t h e r e a f t e r .  T h e  d i f f e r e n t  b e h a v i o r s  f o r  t h e  e a s t e r n  a n d  w e s t e r n  s u b - b a s i n s
i n d i c a t e  t h a t  q u a l i t a t i v e  f e a t u r e s  o f  t h e  s o l u t i o n  à r e  c h a n g i n g  a s  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n
i s  i n c r e a s e d .  F i g u r e  B - 9  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c ) ,  a n d  ( d )  d e m o n s t r a t e s  t h a t  t h i s  i s  i n d e e d  t h e
c a s e .  I t  a p p e a r s  t h a t  w h e n  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  i s  l o w  t h e  r e s p o n s e  i s  d o m i n a t e d  b y
t h e  s e c o n d  f u l l  b a s i n  m o d e ,  s e e  F i g u r e  B - 9  ( a ) .  A s  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  i s  i n c r e a s e d
t h e  r e s p o n s e  i s  d o m i n a t e d  m o r e  b y  t h e  f i r s t  f u l l  b a s i n  m o d e ,  s e e  F i g u r e  B - 9  ( d ) .  T h i s
d e m o n s t r a t e s  t h a t  a s  f r i c t i o n  i s  i n c r e a s e d ,  r e s u l t i n g  i n  t h e  f i r s t  t w o  r e s o n a n t  p e a k s
m e r g i n g  t o g e t h e r ,  t h e  d o m i n a n t  f u l l  b a s i n  m o d e  i s  t h e  f i r s t  f u l l  b a s i n  m o d e .
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3 . 3  A n a l y s i s  -  A n o t h e r  L o o k  a t  t h e  Q G  E q u a t i o n
W e  h a v e  s o l v e d  t h e  l i n e a r  s t e a d y  p e r i o d i c a l l y  f o r c e d  p r o b l e m  f o r  a  b a r r i e r  b a s i n  a n d
h a v e  e x a m i n e d  t h e  r e s u l t s  f o r  v a r i o u s  m e r i d i o n a l  f o r c i n g  s t r u c t u r e s ,  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s
a n d  i n c r e a s i n g  b o t t o m  f r i c t i o n .  I n  t h i s  s e c t i o n  w e  w i l  a n a l y z e  t h e  r e s u l t s  i n  t e r m s
o f  t h e  b a s i n  m o d e s  w e  f o u n d  i n  s e c t i o n  2 . 2 .  I n  p a r t i c u l a r ,  w e  w i l l  i l u m i n a t e  w h y  i t
i s  i m p o s s i b l e  t o  e x c i t e  a  w e s t e r n  s u b - b a s i n  m o d e  f r o m  a  f o r c i n g  i n  t h e  e a s t e r n  s u b -
b a s i n ,  a n d  w h y  s y m m e t r i c  f o r c i n g  o n l y  e x c i t e s  t h e  s y m m e t r i c  f u l l  b a s i n  m o d e s  a n d
a n t i s y m m e t r i c  f o r c i n g  o n l y  e x c i t e s  a n t i s y m m e t r i c  s u b - b a s i n  m o d e s .  I n  s e c t i o n  2 . 4  w e
s a w  t h a t  a  s o l u t i o n  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  a  s e r i e s  o f  e i g e n m o d e s ,  s e e  e q u a t i o n  ( 2 . 1 7 ) .
S u b s t i t u t i n g  t h i s  s e r i e s  i n t o  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  Q G  e q u a t i o n  w e  o b t a i n
: t  \ 7 2  ( f o E ( A m n q ) m n  +  A : l n q ) : l n ) )  +  ~  C ~ o E ( A m n q ) m n  +  A : l n q ) : l n ) )
ñ  - +  ( 0 0  0 0  )
v  X  T  i W F  t  2  *  *
p H  e  n . d .  -  r \ 7  ~ o ~ ( A m n q ) m n  +  A m n q ) m n )
( 3 . 2 7 )
U s i n g  t h e  f a c t  t h a t  t h e  ' l m n ' s  s o l v e  ( 2 . 1 )  e x a c t l y  w e  h a v e
- i w m n  \ 7 2 q ) m n  =  : x  q ) m n
.  ' r 2 Æ . *  å  Æ . *
i W m n  v  ' * m n  =  å x  ' * m n
( 3 . 2 8 )
( 3 . 2 9 )
w h e r e  W m n  =  2 k i  =  2  ~  S u b s t i t u t i n g  ( 3 . 2 8 )  a n d  ( 3 . 2 9 )  i n t o  ( 3 . 2 7 )  a n d  r e a r -
m n  7 r  m  + n
r a n g i n g  w e  o b t a i n
~  ~  ( (  å A m n  (  .  ) )  2
o  f :  ~  -  i W n  -  r  A m n  \ 7  q ) m n  +
( å A : l n  (  .  )  , 1 *  )  ' r 2 Æ . *  )
~  -  - i W m n  -  r  . / m n  v  ' * m n
v  x  T  i W F  t
e  n . d .
p H
( 3 . 3 0 )
T a k i n g  t h e  p r o j e c t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 3 . 3 0 )  o n t o  a  p a r t i c u l a r  m o d e  q ) p q ,  w e  o b t a i n  a n
o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  t i m e  e v o l u t i o n  o f  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  ( p ,  q ) t h
m o d e  A p q '  T h e r e f o r e ,  m u l t i p l y i n g  t h e  s u m m a t i o n  ( 3 . 3 0 )  b y  q ) ; q  a n d  i n t e g r a t i n g  o v e r
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t h e  a r e a  o f  t h e  b a s i n ,  w e  h a v e
: : A  ' j  x i '  ( l
~  -  ( i w  -  A  -  . :  p H  p q  ?
â t  p q  r )  p q  -  . :  \ 7 2 ( l  .  ( l  ?
p q '  p q
e i W F n . d .  t
( 3 . 3 1  )
E q u a t i o n  ( 3 . 3 1 )  d e m o n s t r a t e s  t h a t  o n l y  m o d e s  w h i c h  p r o j e c t  o n t o  t h e  f o r c i n g
s t r u c t u r e  w i l l  b e  e x c i t e d .  T h i s  e x p l a i n s  w h y  t h e  s y m m e t r i c  f o r c i n g  c o u l d  o n l y  e x c i t e
s y m m e t r i c  f u l l  b a s i n  m o d e s  a n d  w h y  t h e  a n t i s y m m e t r i c  f o r c i n g  c o u l d  o n l y  e x c i t e  t h e
a n t i s y m m e t r i c  s u b - b a s i n  m o d e s .  S i n c e  t h e  f o r c i n g  i s  o n l y  i n  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n ,
t h i s  f e a t u r e  a l s o  e x p l a i n s  w h y  n o  w e s t e r n  s u b - b a s i n  m o d e s  c o u l d  b e  e x c i t e d  e v e n  w i t h
a n  a n t i s y m m e t r i c  f o r c i n g .  W e s t e r n  s u b - b a s i n  m o d e s  a r e  z e r o  i n  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n
a n d  t h e  f o r c i n g  i s  z e r o  i n  t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n ,  h e n c e  t h e  f o r c i n g  s i m p l y  d o e s  n o t
p r o j e c t  o n t o  a n y  w e s t e r n  s u b - b a s i n  m o d e s .
S o l v i n g  e q u a t i o n  ( 3 . 3 1 )  w e .  g e t  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  t i m e  e v o l u t i o n  o f  a  p a r t i c u l a r
m o d e  A p q .
A p q  (  t  )
(  . :  % i  :  ( l  p q  ?  1  )  i w  F  t
. :  \ 7 2 ( l p q  ( l p q ?  ( i ( W P n . d .  -  w p q )  +  r )  e  n . d .
(  . :  ~ ~ i '  :  ( l p q  ?  1  )  e i w p q t - ¡ t  ( 3 . 3 2 )
+  A p q ( O )  -  \ 7 2 ( l  .  ( l  ( ' (  ) )
. :  p q '  p q ?  i  W  P  -  w p q  +  r
A s  w e  c a n  s e e ,  t h e r e  i s  a  p a r t i c u l a r ,  s t e a d y  p e r i o d i c ,  s o l u t i o n  w h i c h  o s c i l a t e s  a t  t h e
f o r c i n g  f r e q u e n c y  a n d  b e c o m e s  v e r y  l a r g e  w h e n  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y ,  W P n . d . ,  i s  c l o s e
t o  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  s y s t e m ,  w p q '  I t  i s  t h i s  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  t h a t  w e  a r e
s t u d y i n g .
T h e r e  i s  a l s o  t h e  h o m o g e n e o u s ,  t r a n s i e n t ,  s o l u t i o n ,  o s c i l a t i n g  a t  w p q  w h i c h  i s
p r e s e n t  t o  s a t i s f y  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  A p q ( O ) ,  a n d  w h i c h  d e c a y s  a s  e - ¡ t .  N o t e  t h a t
a l l  t h e  m o d e s  d e c a y  a t  t h e  s a m e  r a t e .  I f  w e  h a d  u s e d  a  h i g h e r  o r d e r  f r i c t i o n ,  s u c h
a s  l a t e r a l  f r i c t i o n ,  t h e  m o d e s  i n  t h e  t r a n s i e n t  w o u l d  h a v e  d e c a y e d  a t  d i f f e r e n t  r a t e s
d e p e n d i n g  o n  t h e i r  l e n g t h  s c a l e s .
A l s o  n o t e  t h a t  b e f o r e  t h e  t r a n s i e n t  s o l u t i o n  d e c a y s  i t  w i l  i n t e r a c t  w i t h  t h e  p a r t i c -
u l a r  s o l u t i o n  t o  c r e a t e  a  b e a t  p h e n o m e n a ,  d u r i n g  t h e  s p i n  u p  p o r t i o n  o f  t h e  p r o b l e m .
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C h a p t e r  4
N u m e r i c a l  M o d e l
B e f o r e  p r e s e n t i n g  t h e  n o n l i n e a r  m o d e l  r e s u l t s  w e  w i l l  d i s c u s s  t h e  m o d e l  u s e d  f o r  t h e
c o m p u t a t i o n s  a n d  t h e  p a r a m e t e r s  w h i c h  w e r e  c h o s e n  f o r  t h e  r u n s .
4 . 1  M I C O M  M o d e l
T h e  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s  h a v e  b e e n  c o m p u t e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  t h e  M I C O M  p r i m i t i v e
e q u a t i o n  i s o p y c n a l  m o d e L .  T h e  h y d r o s t a t i c  a p p r o x i m a t i o n  i s  u s e d  i n  M I C O M  H e n c e ,
i t  i s  d e s c r i b e d  a s  a  " s t a c k e d  s h a l l o w  w a t e r  m o d e l " ;  e a c h  l a y e r  i s  s t a c k e d  a b o v e  a n o t h e r ,
o b e y i n g  t h e  s h a l l o w  w a t e r  e q u a t i o n s .  O u r  h o m o g e n e o u s  p r o b l e m  i s  m o d e l e d  b y  a
s i n g l e  l a y e r  o f  t h e  M I C O M  m o d e L .  T h e  m o m e n t u m  a n d  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n s  a r e  a s
f o l l o w s
D ü  A
D t  +  f  k  x  ü
a h  - -
-  +  \ 7  .  ( h ü )
a t
~ h  T  A  t i 2  - -  - -
-  9  v  +  - +  H  v  U  r u
p H
(  4 . 1 )
o
(  4 . 2 )
H e r e  t h e  t o t a l  h e i g h t  o f  t h e  f l u i d  i s  g i v e n  b y  h  =  H  +  r ¡ ,  w h e r e  H  i s  t h e  a v e r a g e  h e i g h t
o f  t h e  f l u i d  a n d  r ¡  i s  t h e  f r e e  s u r f a c e  h e i g h t  o f  t h e  f l u i d .  E q u a t i o n s  ( 4 . 1 )  a n d  ( 4 . 2 )
a r e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  o n  a  ß - p l a n e .  S i n c e  w e  h a v e  t a k e n  t h e  l e n g t h  o f  t h e  b a s i n  t o
b e  2 0 0 0 k m ,  w e  a r e  " p u s h i n g "  t h e  ß - p l a n e  a p p r o x i m a t i o n .  T h e  d i s c r e t i z a t i o n  i s  a n
A r a k a w a  " C "  g r i d .
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T o  e n s u r e  t h a t  t h e  m o d e l  w a s  o p e r a t i o n a l  w i t h  t h e  i n c l u s i o n  o f  t h e  b a r r i e r  i t s
r e s u l t s  o f  a  v e r y  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  w e r e  m a t c h e d  t o  t h e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  i n
c h a p t e r  3 .
4 . 2  Q G  D y n a m i c s
W e  w i s h  t o  e x a m i n e  o u r  n o n l i n e a r  p r o b l e m  i n  t h e  c o n t e x t  o f  Q G  d y n a m i c s  w i t h  a  r i g i d
l i d  a p p r o x i m a t i o n .  C o n s i d e r i n g  t h e  f o l l o w i n g  d i m e n s i o n a l  s h a l l o w  w a t e r  p o t e n t i a l
v o r t i c i t y  e q u a t i o n  ( 4 . 3 ) ,  w e  w i l  d e m o n s t r a t e  h o w  Q G  d y n a m i c s  a r e  a p p r o x i m a t e d
b y  M I C O M .  E q u a t i o n  ( 4 . 3 )  i s  d e r i v e d  b y  t a k i n g  t h e  c u r l  o f  t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n
( 4 . 1 )  a n d  u s i n g  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n  ( 4 . 2 )  w i t h  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  -  *  ~ ~  f o r  V '  u .
~  ( (  +  f k )  =  A H  ( V ' 2 ( )  _  ~ (  ( n  x  f )  k
D t  h h h  + p H h
( 4 . 3 )
T h e  r e l a t i v e  v o r t i c i t y  i s  t h e  v e r t i c a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  c u r l  o f  t h e  h o r i z o n t a l  v e l o c i t i e s ,
(  =  ( n  x  u )  .  k .  A s  o n e  w o u l d  e x p e c t ,  t h e  t o t a l  t i m e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  p o t e n t i a l
v o r t i c i t y  d e p e n d s  o n  t h e  l a t e r a l  f r i c t i o n ,  b o t t o m  f r i c t i o n  a n d  w i n d  f o r c i n g .  F o l l o w i n g
t h e  a s s u m p t i o n s  o f  Q G  d y n a m i c s ,  w e  c a n  a p p r o x i m a t e  t h e  s h a l l o w  w a t e r  p o t e n t i a l
v o r t i c i t y ,  ( + , ! k ,  b y  t h e  Q G  p o t e n t i a l  v o r t i c i t y .  A s s u m i n g  a  s m a l l  R o s s b y  n u m b e r ,  w e
h a v e  t h e  g e o s t r o p h i c  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  f i r s t  o r d e r  v e l o c i t y  f  k  x  u  r v  1  n  P ,  s e e
p
P e d l o s k y  ¡ 5 ) .  R e c a l l i n g  t h a t  t h e  f l u i d  i s  h y d r o s t a t i c ,  P  r v  g p h ,  w e  s c a l e  t h e  s u r f a c e
h e i g h t  a c c o r d i n g l y ,  T )  r v  0  e ~ L ) .
L e t  t h e  h e i g h t  o f  t h e  f l u i d  b e  h  =  H  ( 1  +  ! f ) ,  w h e r e  N  s c a l e s  t h e  s u r f a c e  d i s -
p l a c e m e n t  T ) .  T h e n  w e  n o n d i m e n s i o n a l i z e  t h e  p o t e n t i a l  v o r t i c i t y
(  +  f  k  r v  l -  ( R o C  +  1 )
h  H  i  +  N T / '
H
( h e r e  R o  r v  0  ( J i )  i s  t h e  R o s s b y  n u m b e r ,  a n d '  i n d i c a t e s  t h a t  a  v a r i a b l e  i s  n o n d i m e n -
s i o n a l ) .  S i n c e  N  ~ ~  H ,  i n  Q G  d y n a m i c s ,  w e  c a n  T a y l o r  e x p a n d  C + ¥ ) .  I g n o r i n g
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t e r m s  o f  o r d e r  s q u a r e d ,  w e  o b t a i n
(  ç  + h  f  k )  -  ( ; )  ( 1 +  R o Ç '  -  7 /  + )
(  4 . 4 )
W e  h a v e  k e p t  t h e  p l a n e t a r y  v o r t i c i t y  t e r m ,  t h e  r e l a t i v e  v o r t i c i t y  t e r m ,  a n d  t h e  v o r t e x
s t r e t c h i n g  t e r m .  E x p r e s s i o n  ( 4 . 4 )  m u l t i p l i e d  b y  H  i s  t h e  f o r m  t h e  p o t e n t i a l  v o r t i c i t y
t a k e s  i n  t h e  Q G  e q u a t i o n .  T o  c a r r y  o u t  t h e  T a y l o r  e x p a n s i o n  i t  w a s  n e c e s s a r y  t h a t
Z  b e  s m a l l .  N o w  ~  i s  a  n o n d i m e n s i o n a l  p a r a m e t e r  w h i c h  c a n  a l s o  b e  e x p r e s s e d  i n
t e r m s  o f  t h e  R o s s b y  n u m b e r ,  R o ,  a n d  t h e  F r o u d e  n u m b e r ,  F r i  s i n c e
N  r v  0  ( f U L )  r v  0  ( ~ f 2 L 2 )  r v  R  F :
H  g H  f  L  g H  0  r
(  4 . 5 )
T h e  F r o u d e  n u m b e r  i s  e q u a l  t o  t h e  l e n g t h  s c a l e  o v e r  t h e  R o s s b y  r a d i u s  o f  d e f o r -
m a t i o n ,  R D  r v  T ,  a l l  s q u a r e d ,  ( f D )  2
R i g i d  L i d
S u b s t i t u t i n g  ( 4 . 5 )  i n t o  ( 4 . 4 ) ,  w e  h a v e  t h e  Q G  v o r t i c i t y  a s
~  ( 1  +  R o ( '  -  R o F r r ¡ '  +  . )
(  4 . 6 )
T o  a s s u m e  a  r i g i d  l i d  w e  n e e d  t h e  t e r m  R o F r r ¡ '  t o  b e  s m a l L .  S p e c i f i c a l l y ,  i t  s h o u l d
b e  m u c h  s m a l l e r  t h a n  R o ( '  a n d ,  h e n c e ,  w e  n e e d  a  s m a l l  F r o u d e  n u m b e r  T h u s ,  w e
r e q u i r e  L  . c . c  R D  i n  o r d e r  t o  a p p r o x i m a t e  a  r i g i d  l i d .  I n  o u r  m o d e l  r u n s  w e  h a v e
V ( 9 . 8 ( m j  s 2 J ) ( 1 6 0 0 0 ( m J )  .
L  =  2 0 0 0 k m  a n d  R D  =  O . 5 X I O - 4 ( l j s J  r v  8 0 0 0 k m .  T h e  F r o u d e  n u m b e r  r e m a i n s
s m a l l  a s  w e  v a r y  t h e  R o s s b y  n u m b e r  o f  t h e  f l o w .  N o t e  t h a t  t h e  r a t i o  f J ç u  s c a l e s  a s
Z ,  s i n c e  (  s c a l e s  a s  ~  a n d  V  .  i l  s c a l e s  a s  Z ~  f r o m  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n  ( a s  l o n g
a s  t h e  t i m e  s c a l e  i s  n o t  s m a l l e r  t h a n  t h e  a d v e c t i v e  t i m e  s c a l e ,  ~ ,  a n d  t h e  g e o s t r o p h i c
a n d  h y d r o s t a t i c  a p p r o x i m a t i o n s  h o l d ) .  H e n c e  f J ç u  a l s o  s c a l e s  a s  R o F r .
T o  c h e c k  t h e  r i g i d  l i d  a p p r o x i m a t i o n  w e  c o n s i d e r  t h e  t e r m s  r ¡ t  a n d  H  ( V  .  i l )  f r o m
t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n ,  w h i c h  s c a l e  a s  R o F r  a n d  R o ,  r e s p e c t i v e l y .  H e n c e ,  H ( ~ . u )
s c a l e s  a s  F r '  A  s m a l l  F r o u d e  n u m b e r  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  r i g i d  l i d  a p p r o x i m a t i o n  h o l d s .
N o t e  t h a t ,  s i n c e  w e  h a v e  a p p r o x i m a t e d  a  r i g i d  l i d ,  t h e r e  i s  m i n i m a l  c h a n g e  i n  t h e
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p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  t h e  m o t i o n .  H e n c e ,  w e  e s t i m a t e  t h e  t o t a l  e n e r g y  t o  b e  t h e  k i n e t i c
e n e r g y  a n d  h a v e  u s e d  t h e  m e a n  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  a s  a  m e a s u r e  o f  t h e  v a r i a n c e
o f  t h e  f l o w .
A l s o ,  s i n c e  t h e r e  i s  a  r i g i d  l i d ,  t h e  f l o w  i n  t h i s  o n e - l a y e r  m o d e l  s h o u l d  b e  n o n -
d i v e r g e n t  ( t h i s  o f  c o u r s e  h a s  b e e n  c h e c k e d  f r o m  t h e  o u t p u t  d a t a )  a n d ,  t h e r e f o r e ,
t h e r e  i s  a  s t r e a m  f u n c t i o n  d e s c r i b i n g  t h e  f l o w .  v V e  i n t e g r a t e  t h e  m e r i d i o n a l  v e l o c i t y
t o  o b t a i n  t h i s  s t r e a m  f u n c t i o n ,  w h i c h  i s  c o n t o u r e d  i n  s u b s e q u e n t  c h a p t e r s  t o  p r e s e n t
o u r  m o d e l  r e s u l t s .  T h e  s t r e a m  f u n c t i o n  e x i s t s  e v e n  i n  o u r  t u r b u l e n t  r e g i m e  d u e  t o
t h e  f a c t  t h a t  t h e  f l o w  i s  a l w a y s  n o n - d i v e r g e n t .
Q G  R e g i m e
A s  w e  i n c r e a s e  t h e  f o r c i n g  s t r e n g t h ,  o r  a s  w e  a p p r o a c h  r e s o n a n c e ,  d o  w e  r e m a i n  i n
t h e  Q G  r e g i m e ?  T o  a n s w e r  t h i s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  t h e  R o s s b y  n u m b e r  o f
t h e  f l o w .  T y p i c a l l y  a  R o s s b y  n u m b e r  o f  l e s s  t h e n  0 . 2  i s  c o n s i d e r e d  t o  b e  i n  t h e  Q G
r e g i m e  o f  t h e  s h a l l o w  w a t e r  e q u a t i o n s .
A s  w e  w i l l  s e e  i n  s e c t i o n  4 . 4 ,  o u r  p a r a m e t e r  ( ¥ )  ~  N  i s  a n  a c c u r a t e  e s t i m a t e  f o r  t h e
r e l e v a n t  R o s s b y  n u m b e r  o f  f l o w  w h e n  t h e  s o l u t i o n  i s  w e a k l y  n o n l i n e a r  a n d  f a r  f r o m
r e s o n a n c e .  S i n c e  w e  c h a n g e  ( ¥  ) ~ N  f r o m  0 . 0 0 2  t o  0 . 0 1  w e  c a n  s a f e l y  s a y  t h a t  w e
a r e  i n  t h e  Q G  r e g i m e  f o r  t h e s e  s o l u t i o n s .  H o w e v e r ,  a s  t h e  f o r c i n g .  i n c r e a s e s  a n d  t h e
s c a l e s  o f  m o t i o n  c h a n g e ,  ( ¥ )  ~  N  w i l  n o  l o n g e r  b e  a n  a c c u r a t e  e s t i m a t e  o f  t h e  R o s s b y
n u m b e r  T h e  q u e s t i o n  i s  w h e t h e r  o r  n o t  t h e  R o s s b y  n u m b e r  i s  s t i l  s m a l l  e n o u g h  t o
b e  i n  t h e  Q G  r e g i m e .  O f  c o u r s e ,  t h e  R o s s b y  n u m b e r  w i l  v a r y  t h r o u g h o u t  t h e  b a s i n
a n d  t h e  o n l y  w a y  t o  g e t  a n  e s t i m a t e  o f  t h e  R o s s b y  n u m b e r  f o r  t h e s e  s o l u t i o n s  i s  t o
e s t i m a t e  i t  d i r e c t l y  f r o m  t h e  m o d e l  o u t p u t .
N o t e  t h a t  w h e n  t h e  s o l u t i o n  i s  i n  t h e  Q G  r e g i m e  w e  w o u l d  n o r m a l l y  e x p e c t  t h e
s t r e a m  f u n c t i o n  t o  b e  7 : .  H o w e v e r ,  w e  h a v e  s u c h  a  l a r g e  ß - p l a n e  t h a t  i t  i s  l i k e l y  t h a t
t h e  v a r i a t i o n  i n  f  i n  t h e  s h a l l o w  w a t e r  e q u a t i o n s  c a n  n o t  b e  i g n o r e d .  M o s t  l i k e l y
w e  h a v e  u  =  -  f t ~ i y  a n d  v  =  f t ~ i x  a n d ,  h e n c e ,  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n  i s  n o t  d i r e c t l y
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s u r f a c e  h e i g h t  T j .
U n l i k e  t h e  Q G  e q u a t i o n ,  t h e  s h a l l o w  w a t e r  e q u a t i o n s  o n  t h e  ß - p l a n e  a r e  n o t
i n v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  y .  T h u s ,  w e  m i g h t  s e e  s o m e  a s y m m e t r y  i n  t h e  s o l u t i o n
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a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  w h i c h  w e  w o u l d  n o t  e x p e c t  t o  s e e  i n  t h e  Q G  m o d e L .
4 . 3  N u m e r i c a l  S t a b i l i t y  a n d  L a t e r a l  F r i c t i o n
' W h e n  c o n d u c t i n g  t h e  n o n l i n e a r  e x p e r i m e n t s  i t  i s  n e c e s s a r y ,  t o  e n s u r e  n u m e r i c a l  s t a -
b i l i t y ,  t o  i n c l u d e  t h e  h i g h e r  o r d e r  l a t e r a l  f r i c t i o n .  U n l i k e  b o t t o m  f r i c t i o n ,  w h i c h  i s
s c a l e  i n d e p e n d e n t ,  l a t e r a l  f r i c t i o n  d i s s i p a t e s  t h e  s m a l l e r  s c a l e s  a t  a  m u c h  h i g h e r  r a t e .
T h e  v a l u e  w e  h a v e  c h o s e n  i s  A  =  8 0 0  ¡ m l  S 2 ) .  T h e  s i m p l e  c a l c u l a t i o n  b e l o w  s h o w s
t h a t  f o r  g r i d  s i z e d  m o t i o n s  t h e  d i s s i p a t i o n  b y  l a t e r a l  f r i c t i o n  i s  a c t u a l l y  g r e a t e r  t h a n
t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  d i s s i p a t i o n .  B a l a n c i n g  a ~ : ' ¥  " -  - r V ' 2 W  a n d  a ~ : ' ¥  " -  -  j )  V ' 2 w
w e  f i n d  t h a t  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  d i m i n i s h e s  V ' 2 W  a s  e - r t  a n d ,  l i k e w i s e ,  l a t e r a l  f r i c -
- g - t
t i o n  a s  e  L ~  .  T h e  l e n g t h  s c a l e ,  L G ,  u s e d  i s  t w i c e  t h e  g r i d  s i z e  o f  2 0 k m .  W e  c h o s e
r  =  8  x  1 0 - 8  ¡ i i  s J  a n d  f r  =  5  X  1 0 - 7  ¡ l i s ) .  T h i s  i m p l i e s  a  t i m e  s c a l e  o f  1 4 5  d a y s  f o r
G
t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  a n d  a b o u t  2 3  d a y s  f o r  t h e  l a t e r a l  f r i c t i o n .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,
w h e n  c o n s i d e r i n g  b a s i n  s i z e d  m o t i o n s ,  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  s t i l l  h a s  a  t i m e  s c a l e  o f  1 4 5
d a y s  a n d  t h e  l a t e r a l  f r i c t i o n  h a s  a  t i m e  s c a l e  o f  5 7 8 7 0  d a y s .
S i n c e  w e  a r e  s t u d y i n g  t h e  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  f o r  t h e  f i r s t  f e w  R o s s b y  m o d e s  ( w h i c h
h a v e  b a s i n - s i z e d  s c a l e s ) ,  t h e  s o l u t i o n s  w e  a r e  c o n s i d e r i n g  a r e  o f  l a r g e  s c a l e .  T h e  l a t e r a l
f r i c t i o n  i s  u s e d  f o r  n u m e r i c a l  s t a b i l i t y  a n d  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  i s  u s e d  t o  d i s s i p a t e  t h e
i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  s e e  e q u a t i o n  ( 3 . 3 2 ) ,  t h e r e b y  l e a v i n g  o n l y  t h e  s t e a d y  p e r i o d i c  f o r c e d
s o l u t i o n .  W e  c h o s e  a  v a l u e  o f  b o t t o m  f r i c t i o n  w h i c h  w a s  l o w  e n o u g h  t o  k e e p  t h e
r e s o n a n t  p e a k s  w e l l  s e p a r a t e d .  T h a t  a l l o w s  u s  t o  c l e a r l y  s e e  w h a t  r o l e  t h e  n o n l i n e a r i t y
p l a y e d  i n  t h e  r e d u c t i o n  o f  t h e  p e a k .
T h e  v a l u e  o f  t h e  l a t e r a l  f r i c t i o n  i s  v e r y  s m a l l .  I n  a d d i t i o n ,  i t  i s  d i f f c u l t  t o  o b t a i n  a n
a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  w h e n  l a t e r a l  f r i c t i o n ,  w h i c h  r a i s e s  t h e  o r d e r  o f  t h e  Q G  e q u a t i o n ,  i s
i n c l u d e d ,  e v e n  i n  t h e  l i n e a r  c a s e .  T h e  m o d e l  w a s  r u n  u s i n g  n o  n o r m a l  f l o w  ( û  i i  =  0 )
a n d  s l i p  ( (  =  0 )  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  T h e  l a t e r a l  f r i c t i o n  w a s  k e p t  c o n s t a n t  f o r
n u m e r i c a l  s t a b i l i t y  a n d  t h e  e f f e c t s  o f  c h a n g i n g  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  l a t e r a l  f r i c t i o n  o r
v a r y i n g  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w e r e  n o t  s t u d i e d .  T h e  s l i p  c o n d i t i o n s  w e r e  c h o s e n
t o  m i n i m i z e  t h e  s h e a r  a n d ,  t h u s ,  m i n i m i z e  t h e  p r o d u c t i o n  o f  e d d i e s  a t  t h e  b o u n d a r y .
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T h e r e f o r e ,  w e  c o u l d  f o c u s  o n  t h e  e d d i e s  p r o d u c e d  b y  t h e  n o n l i n e a r i t i e s  a t  t h e  t i p s  o f
t h e  b a r r i e r .
C i r c u l a t i o n  C o n d i t i o n
B y  i n t e g r a t i n g  t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n ,  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  l a t e r a l  f r i c t i o n  t e r m ,
a b o u t  t h e  b a r r i e r  a s  w a s  d o n e  i n  s e c t i o n  3 . 1 ,  w e  o b t a i n  t h e  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n
i n c l u d i n g  t h e  e f f e c t s  o f  l a t e r a l  f r i c t i o n .
: t  f  u  .  d l  =  - r  f  u  .  d l  +  A  f  \ 7 ( "  f i d l
(  4 . 7 )
I f  w e  h a v e  s u p e r s l i p  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( \ 7 ( " .  f i  =  0 ) ,  s e e  P e d l o s k y  ¡ 6 ) ,  t h e n  t h e
c o n t r i b u t i o n  o f  l a t e r a l  f r i c t i o n  i s  z e r o  a n d  w e  h a v e  t h e  s a m e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a s
b e f o r e .  S i n c e  w e  a r e  n o t  u s i n g  s u p e r s l i p  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e
n o  n e t  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n  i s  a f f e c t e d  b y  t h e  l a t e r a l  f r i c t i o n .  H o w e v e r ,  s i n c e  w e
h a v e  u s e d  s u c h  a  s m a l l  v a l u e  o f  l a t e r a l  f r i c t i o n  f o r  n u m e r i c a l  r e a s o n s ,  w e  a s s u m e d  t h e
e f f e c t  t o  b e  n e g l i g i b l e .  S i n c e  M I C O M  h a s  a  s t a g g e r e d  g r i d ,  i t  i s  d i f f c u l t  t o  a c c u r a t e l y
e s t i m a t e  t h e  c i r c u l a t i o n  a b o u t  t h e  b a r r i e r  o r  t o  c h e c k  t h e  e f f e c t  o f  l a t e r a l  f r i c t i o n  o n
t h i s  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n .  I f  w e  h a d  c o n s i d e r e d  a  w i n d  f o r c i n g  a b o v e  t h e  b a r r i e r  t h i s
w o u l d  h a v e  f u r t h e r  a f f e c t e d  t h e  n o  n e t  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n .
4 . 4  S c a l i n g  f o r  t h e  N u m e r i c a l  R u n s
S i n c e  i t  s e e m s  i m p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a  u n i f o r m  s c a l i n g  f o r  a  t u r b u l e n t  s o l u t i o n  b e c a u s e
o f  t h e  p r e s e n c e  o f  m a n y  d i v e r s e  s c a l e s  o f  m o t i o n ,  w e  b a s e  o u r  s c a l i n g  o n  t h e  w e a k l y
n o n l i n e a r  s o l u t i o n ,  f o r  w h i c h  a  s i n g l e  s c a l e  d o m i n a t e s .  T o  s i m p l i f y  t h i s  p r o c e s s  w e
s c a l e  t h e  Q G  e q u a t i o n  a n d  n o t  t h e  s h a l l o w  w a t e r  e q u a t i o n s .
T h e r e f o r e ,  w e  b e g i n  w i t h  t h e  Q G  e q u a t i o n ,  e x p r e s s e d  s u c h  t h a t  t h e  p l a n e t a r y
v o r t i c i t y  i s  s e p a r a t e  f r o m  t h e  r e l a t i v e  v o r t i c i t y .
\ 7 2 ' l t  +  ß ' l x  +  J ( ' l ,  \ 7 2 ' l )  =  ' \ p ~  T  e i w F t  -  r \ 7 2 ' l  +  A \ 7 4 ' l  ( 4 . 8 )
I n  t h e  r a n g e  o f  o u r  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s ,  W p ,  w e  c a n  n o n d i m e n s i o n a l i z e  t h e  v a r i a b l e s
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a s  f o l l o w s
t
( W p  ) - 1  t
L ( x ' ,  y ' )
T  ( " ' )
L p H  F  x  ,  y  ,  t
' I  W ( X ' ,  y ' ,  t )
( x ,  y )
V  x  T  i W F t
p H  e
' I ( x ,  y ,  t )
H e r e  t h e  p r i m e ,  "  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  v a r i a b l e  i s  n o n d i m e n s i o n a l .  T h e  l o w e r  c a s e  ' I  r e p -
r e s e n t s  b o t h  t h e  d i m e n s i o n a l  s t r e a m  f u n c t i o n  a n d  t h e  s c a l i n g  f o r  t h e  n o n  
d i m e n s i o n a l
s t r e a m  f u n c t i o n .  E x p r e s s i n g  e q u a t i o n  ( 4 . 8 )  i n  t e r m s  o f  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  v a r i a b l e s
a n d  m u l t i p l y i n g  b y  l i j  s o  t h a t  t h e  p l a n e t a r y  v o r t i c i t y  t e r m  i s  o f  o r d e r  o n e ,  w e  o b t a i n ,
a f t e r  d r o p p i n g  t h e  p r i m e s ,
2  ( 0  I )  2  (  2 )  T  O s  2  O i r  4
W  P n . d .  \ l  W  t  +  W  x  +  L  J  W ,  \ l  W  =  P H .  ß ' I  F  -  L  \ l  W  +  L 3  \ l  W
(  4 . 9 )
T h e  n o n  
d i m e n s i o n a l  f r e q u e n c y  W P n . d .  i s  e q u a l  t o  T ~ ; 3 L '  a n d  T F  i s  t h e  t i m e  s c a l e  o r
p e r i o d  o f  t h e  m o t i o n ,  w h i c h  w e  a r e  a s s u m i n g  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  s c a l i n g  i s  t h e  s a m e
a s  t h e  t i m e  p e r i o d  o f  t h e  f o r c i n g  ( o f  c o u r s e  a s  t h e  s o l u t i o n  b e c o m e s  m o r e  a n d  m o r e
n o n l i n e a r  t h i s  w o n ' t  b e  t r u e )  I n  a d d i t i o n ,  O I  =  ¡ ¡  a n d  O s  =  ~ .  P r e v i o u s l y ,  s e e
c h a p t e r  3 ,  ¥ :  =  r -  S i n c e  t h e  R o s s b y  m o d e s  n a t u r a l l y  s a t i s f y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  o f
n o  n o r m a l  f l o w ,  i n  m o s t  o f  t h e  s o l u t i o n s  w e  a r e  c o n s i d e r i n g  t h e r e  w i l l  b e  n o  b o u n d a r y
l a y e r s .  H o w e v e r ,  f o r  t h e  s a k e  o f  c l a r i t y ,  I  h a v e  u s e d  t h e  t r a d i t i o n a l  n o t a t i o n  f o r  t h e s e
p a r a m e t e r s ;  0  i  i s  t h e  i n e r t i a l  b o u n d a r y  l a y e r  a n d  O s  i s  t h e  S t o m m e l  b o u n d a r y  l a y e r
f o r m  t h e  s t e a d y  o c e a n  c i r c u l a t i o n  p r o b l e m .
E a c h  s o l u t i o n  i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  f i v e  f o l l o w i n g  i n d e p e n d e n t  n o n d i m e n s i o n a l
p a r a m e t e r s
W P n . d .
W p
ß L
( b a s e d  o n  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y )
W  S v e r d r u p
W
T
( b a s e d  o n  s i z e  o f  t h e  f o r c i n g  s t r e n g t h )
p H ß ' I
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7 j
ß L 3











( b a s e d  o n  s i z e  o f  l a t e r a l  f r i c t i o n  t e r m )
A p p l y i n g  t h e  B u c k i n g h a m  I I  t h e o r e m  w i t h  v a r i a b l e s  7 j  ß ,  L ,  W p ,  p ~ '  r ,  a n d  A
a n d  w i t h  u n i t s  s a n d  m  ( i . e .  t i m e  a n d  l e n g t h )  i s  a n  a l t e r n a t i v e  w a y  o f  d e m o n s t r a t i n g
t h a t  o u r  p r o b l e m  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  p a r a m e t e r s  ( 4 . 1 0 )  g i v e n  a b o v e .
A l t h o u g h  p ,  H ,  T ,  ß  a n d  W p  a r e  k n o w n ,  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  W P n . d . ,  ( ¥ - )  2 ,
,  8 3
p ¡ ; ß ' l '  ¥ :  a n d  1 f  a r e  u n k n o w n  u n t i l  w e  h a v e  L a n d  7 j  I n  a  t u r b u l e n t  s o l u t i o n  n o t  o n l y
m i g h t  w e  n o t  b e  i n  t h e  r e g i m e  o f  Q G  d y n a m i c s ,  b u t  i t  s e e m s  i m p o s s i b l e  t o  p r e d i c t  7 j
a n d  L  a  p r i o r i .  A l s o ,  t h e r e  i s  n o t  a  f i x e d  v a l u e  f o r  7 j  a n d  L  s i n c e  t h e  m o t i o n s  c h a n g e
t h r ' o u g h o u t  t h e  b a s i n  i n  a  t u r b u l e n t  s o l u t i o n .  H o w e v e r ,  i f  t h e  s o l u t i o n  i s  o n l y  w e a k l y
n o n l i n e a r  a n d  h e n c e  r e s e m b l e s  t h e  l i n e a r  s o l u t i o n  t h e n  w e  c a n  e a s i l y  p r e d i c t  7 j  a n d  L .
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  a s s i g n i n g  p a r a m e t e r  v a l u e s ,  p a r t i c u l a r l y  t h e  w i n d  f o r c i n g ,  f o r
t h e  m o d e l  r u n s  w e  c h o s e  t o  p r e d i c t  7 j  a n d  L  w h e n  t h e  s o l u t i o n  i s  w e a k l y  n o n l i n e a r
a n d  f a r  f r o m  r e s o n a n c e .  I n  t h i s  s i t u a t i o n  t h e  p l a n e t a r y  s c a l i n g  b a l a n c e s  t h e  f o r c i n g
t e r m ,  0 ( 1 )  r v  0  C ¡ ; ß ' l )  a n d  s o l v i n g  f o r  7 j  w e  h a v e  t h e  S v e r d r u p  s c a l i n g
7 j  r v  0  ( ~ )
p H ß
( 4 . 1 1  )
W e  c a n  a l s o  t a k e  t h e  l e n g t h  s c a l e  o f  t h e  m o t i o n ,  L ,  t o  b e  t h e  b a s i n  s i z e  i f  w e  a r e
a s s u m i n g  a  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n .  T h i s  i s  b e c a u s e  o u r  f o r c i n g  f r e q u e n c y  r a n g e  i s
f r o m  j u s t  a b o v e  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  ( 3 , 1 )  m o d e  t o  j u s t  b e l o w  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e
( 1 , 1 )  m o d e .  T h e  m o d e s  ( 3 , 1 ) ,  ( 2 , 1 ) ,  a n d  ( 1 , 1 ) ,  w h i c h  o u r  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s  s p a n ,
a l l  h a v e  b a s i n  s i z e d  s c a l e s  o f  m o t i o n s .  H e n c e ,  i f  w e  u s e  t h e  S v e r d r u p  a p p r o x i m a t i o n
f o r  7 j ,  a n d  a s s u m e  t h e  l e n g t h  s c a l e ,  L ,  t o  b e  t h e  b a s i n  s i z e ,  w e  c a n  e s t i m a t e  t h e  s i z e
o f  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  a  p r i o r i  b a s e d  u p o n  t h e  w i n d  f o r c i n g .  T a k i n g  L B  t o  b e  t h e
b a s i n  s i z e ,  w e  h a v e
( i ) '  ~  L ~ ß  ~  0  C H ; 2 L J , )
( 4 . 1 2 )
4 6
W e  s e e  t h a t  ( ¥ )  2  i n d i c a t e s  t h e  s i z e  o f  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  r e l a t i v e  t o  t h e  p l a n e t a r y
v o r t i c i t y  t e r m ,  w h i c h  i s  s e t  t o  b e  o r d e r  o n e  i n  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  e q u a t i o n  ( 4 . 9 ) .  T h e
e s t i m a t e ,  p H ß Z L 1  o f  ( ¥ ) 2  i s  o n l y  a c c u r a t e  w h e n  t h e  S v e r d r u p  s c a l i n g ,  p l r ß '  f o r  ' l  a n d
t h e  b a s i n  s c a l i n g ,  L B ,  f o r  L  a r e  t r u e .  T h a t  i s ,  o u r  e s t i m a t e  ( 4 . 1 2 )  f o r  ( ¥ - ) 2  i s  a c c u r a t e
o n l y  f o r  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s i t u a t i o n s  f a r  f r o m  r e s o n a n c e .  W h e n  t h e  s o l u t i o n  b e g i n s
t o  b e c o m e  t u r b u l e n t ,  o r  i f  w e  a r e  c l o s e  t o  r e s o n a n c e ,  o u r  n o n d i m e n s i o n a l  p a r a m e t e r
p H , J Z  L 1  i s  n o  l o n g e r  a  r e a s o n a b l e  e s t i m a t e  f o r  ( ¥ - )  2  T o  c l a r i f y  t h i s  s i t u a t i o n  w e  w i l
d e n o t e  H ß Z L 3  b y  ( § L L ) 2  .  T h e  s u b s c r i p t  W N  r e m i n d s  u s  t h a t  T  i s  o n l y  e q u a l
p B  W N  H ß z L 1
t o  ( ¥ )  2  i n  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n .
T h e  p a r a m e t e r s  f o r  t h e  n u m e r i c a l  r u n s  w e r e  c h o s e n  b y  s e t t i n g  ' l  e q u a l  t o  t h e
S v e r d r u p  s c a l i n g  a n d  L  e q u a l  t o  t h e  b a s i n  s c a l e .  T h e r e f o r e ,  w e  a s s i g n  v a l u e s  t o
t h e  w i n d  f o r c i n g  s t r e n g t h ,  b o t t o m  f r i c t i o n ,  a n d  l a t e r a l  f r i c t i o n ,  a c c o r d i n g  t o  w h a t
v a l u e s  w e  d e s i r e  f o r  t h e  n o n  
d i m e n s i o n a l  p a r a m e t e r s  ( ¥ - )  2  ,  % ,  a n d  ~ .  W e  w i l l
W N
s e e  i n  c h a p t e r  5  t h a t  f o r  a l l  t h e  h i g h e r  n o n - r e s o n a n t  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s  i n  o u r  r u n s ,
t h e  s o l u t i o n  i s  w e a k l y  n o n l i n e a r  a n d ,  h e n c e ,  ( ¥ - )  ~  N  =  ( ¥ - )  2 ,  t h e  a c t u a l  s i z e  o f  t h e
n o n l i n e a r  t e r m s  i n  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  e q u a t i o n  ( 4 . 9 ) .
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C h a p t e r  5
N o n l i n e a r  S o l u t i o n  f o r  t h e
B a r r i e r - F r e e  B a s i n
T h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  f o r  t h e  b a r r i e r - f r e e  b a s i n  h a s  a l r e a d y  b e e n  s t u d i e d  i n
P e d l o s k y  ¡ 2 )  a n d  ¡ 3 ) .  I n  t h i s  c h a p t e r  w e  w i l  r e v i e w  t h e  p r e v i o u s  w e a k l y  n o n l i n e a r
t h e o r y  a n d  p r e s e n t  o u r  m o d e l  r u n s ,  w h i c h  i n c r e a s e  i n  n o n l i n e a r i t y  u n t i l  t h e  s o l u t i o n
b e c o m e s  t u r b u l e n t .  W e  w i l  a l s o  e x a m i n e  t h e  h y s t e r e s i s  w h i c h  o c c u r s  w h e n  w e  v a r y
t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  o f  o u r  r u n s .
5 . 1  P r e v i o u s  W e a k l y  N o n l i n e a r  R e s u l t s  f o r  t h e  P e -
r i o d i c a l l y  F o r c e d  B a r r i e r  B a s i n
T h e  p a p e r s  P e d l o s k y  ¡ 2 J  a n d  ¡ 3 )  d e a l  w i t h  t h e  n o n l i n e a r  p e r i o d i c a l l y  f o r c e d  s o l u t i o n
f o r  a  h o m o g e n e o u s  s q u a r e  b a s i n  o n  t h e  ß - p l a n e .  T h e  f o r m e r  p a p e r ,  P e d l o s k y  ¡ 2 J ,
c o n s i d e r s  t h e  s i t u a t i o n  w h e r e  t h e  n o n l i n e a r i t y  i s  d o m i n a t e d  b y  b o t t o m  f r i c t i o n  a n d
f o r c i n g .  T h e  s t e a d y  c o m p o n e n t  o f  t h e  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  i s  c o n s i d e r e d  i n  d e t a i l  a s
t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a n d  b o t t o m  f r i c t i o n  p a r a m e t e r s  a r e  v a r i e d .  T h e  l a t t e r  p a p e r ,
P e d l o s k y  ¡ 3 ) ,  c o n s i d e r s  a  m o r e  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  n e a r  r e s o n a n c e  w h e r e  t h e  n o n l i n e a r
t e r m s  d o m i n a t e  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  a n d  f o r c i n g  t e r m s .  P a r t i c u l a r  a t t e n t i o n  w a s  p a i d
t o  t h e  h y s t e r e s i s  w h i c h  o c c u r s  a t  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s  n e a r  r e s o n a n c e .
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5 . 1 . 1  B o t t o m  F r i c t i o n  a n d  F o r c i n g  L a r g e r  t h a n  t h e  N o n l i n -
e a r i t y
T h e  w o r k  P e d l o s k y  ¡ 2 ) ,  u s e s  t h e  s a m e  s c a l i n g  o f  t h e  Q G  e q u a t i o n  t h a t  w e  h a v e  u s e d
i n  o u r  r u n s ,  s e e  s e c t i o n  4 . 4 ,  e x c e p t  t h a t  t i m e  i s  n o n d i m e n s i o n a l i z e d  b y  ß L  a n d  n o t
- - .  H e n c e ,  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  f o r m  o f  t h e  Q G  e q u a t i o n  i s
W F
n 2 W t  +  W x  +  R o J ( W ,  n 2 W )  =  T  -  Ö n 2 W
( 5 . 1 )
W h e r e  R o  =  p ß 2  ~  £ 3  ( t h e  p a r a m e t e r  R o  i s  e q u a l  t o  ( ¥ - )  ~  N  i n  o u r  n o t a t i o n )  i s  t h e
r e l e v a n t  R o s s b y  n u m b e r  o f  t h e  f l o w ;  a l s o ,  1 5  =  ß L  i s  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  f r i c t i o n
p a r a m e t e r  e q u a l  t o  t h e  S t o m m e l  b o u n d a r y  l a y e r  o v e r  t h e  l e n g t h  s c a l e  o f  t h e  b a s i n .
T h e  s t r e a m  f u n c t i o n  W  i s  e x p r e s s e d  a s  W  =  W o  +  R o W I  +  R ~ W 2  +  . . .  a n d  s u b s t i t u t e d
i n t o  t h e  Q G  e q u a t i o n  ( 5 . 1 )  T h e  a s s u m p t i o n  i s  t h a t  R o  i s  v e r y  s m a l l  a n d  s m a l l e r  t h a n
1 5  T h e  f i r s t  o r d e r  s o l u t i o n ,  W ,  t o  t h e  e q u a t i o n
n 2 W ~  +  W ~  +  Ö n 2 W O  =  T
( 5 . 2 )
i s  t h e n  f o u n d  e x a c t l y  b y  e x p r e s s i n g  t h e  s o l u t i o n  a s  a  F o u r i e r  s i n e  s e r i e s  i n  y  a n d  u s i n g
t h e  L a p l a c e  t r a n s f o r m  t o  s o l v e  f o r  t h e  z o n a l l y  d e p e n d e n t  F o u r i e r  c o e f f c i e n t s .  T h e
s o l u t i o n  a l s o  c o n f i r m s  t h a t  t h e  m o d e s  f o r m  a  c o m p l e t e  s e t .  T h e  s t e a d y  s o l u t i o n  f o r
t h e  f o l l o w i n g  o r d e r  p r o b l e m
n 2 w i  +  w ;  +  Ö n 2 W I  =  - J ( W O ,  n 2 W O )
( 5 . 3 )
i s  f o u n d  b y  a p p r o x i m a t i n g  t h e  f i r s t  o r d e r  s o l u t i o n  f o r  d i f f e r e n t  r e g i m e s  o f  t h e  f o r c i n g
f r e q u e n c y  ( i . e .  ( i )  W P n . d .  =  W m n ,  ( i i )  w P n . d .  = l  W m n ,  a n d  ( i i i )  w P n . d .  =  0 ( 1 5 ) ) .
T o  s u m m a r i z e ,  i t  w a s  f o u n d  t h a t  a  s t e a d y  p e r i o d i c  f o r c i n g  c o u l d  p r o d u c e  a  s t e a d y
t i m e  ~ n d e p e n d e n t  s o l u t i o n  d u e  t o  t h e  n o n l i n e a r  i n t e r a c t i o n s .  I n  P e d l o s k y  ¡ 2 )  t h e
s t e a d y  c o m p o n e n t  o f  t h e  f i r s t  o r d e r  s o l u t i o n  W I  w a s  f o u n d .  I t  w a s  a l s o  s h o w n  t h a t
t h e  R o s s b y  m o d e s  f o r m  a  c o m p l e t e  s e t .  S t e a d y  a n d  u n s t e a d y  b o u n d a r y  l a y e r s  w e r e
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a l s o  o b s e r v e d .  I n  c a s e  ( i i )  f o r  W P n . d .  : ? : ?  ( 2 n r r ) - i ,  o s c i l a t i n g  b o u n d a r y  l a y e r s  o c c u r  i n
t h e  f i r s t  o r d e r  s o l u t i o n  a t  b o t h  t h e  e a s t e r n  a n d  w e s t e r n  w a l l s .  F o r  t h i s  c a s e  s t e a d y
b o u n d a r y  l a y e r s  o c c u r  o n  b o t h  m e r i d i o n a l  w a l l s  i n  t h e  n e x t  o r d e r  s o l u t i o n .  F o r  c a s e
( i i i )  t h e r e  i s  a n  o s c i l a t i n g  b o u n d a r y  l a y e r  o n  t h e  w e s t e r n  w a l l  a s  p a r t  o f  t h e  f i r s t  o r d e r
s o l u t i o n ,  a s  w e l l  a s  a  s t e a d y  b o u n d a r y  l a y e r  o n  t h e  w e s t e r n  w a l l  a s  p a r t  o f  t h e  n e x t
o r d e r  s o l u t i o n .
O u r  n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  a r e  i n  a  m o r e  n o n l i n e a r  r e g i m e  t h a n  t h i s  p a p e r  c o n s i d e r s .
5 . 1 . 2  N o n l i n e a r i t y  L a r g e r  t h a n  t h e  B o t t o m  F r i c t i o n  a n d  F o r c -
.
i n g
T h e  l a t t e r  p a p e r ,  P e d l o s k y  ¡ 3 ) ,  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  s o l u t i o n  w h e n  t h e  f o r c i n g  f r e -
q u e ; n c y  i s  v e r y  c l o s e  t o  a n  e i g e n f r e q u e n c y  o f  t h e  s y s t e m .  I n  t h i s  c a s e  t h e  S v e r d r u p
s c a l i n g  f o r  ' l  i s  n o t  u s e d .  I n s t e a d  o f  t h e  S v e r d r u p  s c a l i n g ,  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  s q u a r e d ,
(  - :  )  2  =  ß ~ 3  a r e  b a l a n c e d  w i t h  t h e  f o r c i n g  t e r m  C ; ß ' 1 ) '  T h u s ,  ' l  =  ( T : ~ 6 )  1 / 3  a n d
t h e  r e l e v a n t  R o s s b y  n u m b e r ,  d e n o t e d  b y  E  i s  e x p r e s s e d  a s  E  =  ( ß 2 p ~ £ 3 )  i n  t e r m s  o f t h e
f o r c i n g .  N o t e  t h a t  E  =  ( (  ¥ -  ) ~ N )  1 / 3 ,  t h a t  i s  E  e q u a l s  t h e  c u b e  r o o t  o f  o u r  e s t i m a t e
o f  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  f o r  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  i n  s e c t i o n  4 . 4  a n d ,  h e n c e ,
a l s o  e q u a l s  t h e  c u b e  r o o t  o f  R o ,  t h e  r e l e v a n t  R o s s b y  n u m b e r  f r o m  t h e  p r e v i o u s  p a p e r
P e d l o s k y  ( 2 ) .  T h u s  t h e  n o n l i n e a r  t e r m  i s  l a r g e r  n e a r  r e s o n a n c e  s i n c e  E ( 1 / 3 )  : ? : ?  E  f o r
E  - :  - :  1 .  T h e  b o t t o m  f r i c t i o n  i s  s e t  s u c h  t h a t  ß L  =  E 2  Ö .  T h e r e f o r e ,  w e  h a v e  t h e
f o l l o w i n g  n o n d i m e n s i o n a l  e q u a t i o n .
t 7 2 \ l t  +  \ l x  =  E (  - J ( \ l ,  t 7 2 \ l ) )  +  E 2 ( T  -  ö t 7 2 \ l )
( 5 . 4 )
I t  i s  o b v i o u s  f r o m  ( 5 . 4 )  t h a t ,  s i n c e  w e  a r e  f o r c i n g  a t  a n  e i g e n f r e q u e n c y ,  t h e  t i m e
t e n d e n c y  r e l a t i v e  v o r t i c i t y  t e r m  a n d  t h e  p l a n e t a r y  v o r t i c i t y  t e r m  ( b o t h  o f  w h i c h  a r e
o f  o r d e r  o n e )  a l m o s t  c a n c e l  e a c h  o t h e r ;  t h a t  i s  t h e y  c a n c e l  e a c h  o t h e r  t o  o r d e r  E ,
l e a v i n g  t h e  n o n l i n e a r i t y  a n d  f r i c t i o n  t o  b a l a n c e  t h e  f o r c i n g .  T h e  e q u a t i o n  i s  s o l v e d
u s i n g  t h e  m e t h o d  o f  m u l t i p l e  s c a l e s .  A n  a m p l i t u d e  r e s p o n s e  c u r v e  i s  f o u n d  w h e r e  t h e
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r e s o n a n t  p e a k s  t i l t  t o w a r d s  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  a s  t h e  s y s t e m  b e c o m e s  m o r e  n o n l i n e a r .
T h e  t i l t  i s  d u e  t o  t h e  n o n l i n e a r  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  z e r o t h  o r d e r ,  ' , O ,  a n d  f i r s t  o r d e r ,
' , i ,  s o l u t i o n s .  T h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  r e s p o n s e  i s  l i m i t e d  b y  f r i c t i o n  t o  o r d e r  E 2  T h e
p h y s i c a l  r e a s o n  f o r  t h e  t i l t  o f  t h e  a m p l i t u d e  c u r v e  i s  t h a t ,  i n  t h e  n o n l i n e a r  p r o b l e m ,
t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  o f  t h e  s y s t e m  a r e  a m p l i t u d e  d e p e n d e n t
T h i s  l a t t e r  p a p e r  i s  m o r e  r e l e v a n t  t o  o u r  n u m e r i c a l  r u n s ,  w h i c h  b e g i n  i n  t h e  w e a k l y
n o n l i n e a r  r e g i m e  o f  t h i s  p a p e r  a n d  i n c r e a s e  i n  n o n l i n e a r i t y .  F i g u r e  B - 1 0  u s e s  t h e
m e t h o d  o f  P e d l o s k y  ¡ 3 )  t o  p l o t  a n  a m p l i t u d e  r e s p o n s e  c u r v e  f o r  t h e  p a r a m e t e r s  o f  o u r
f i r s t  r u n ,  ( ~ ) ~ N  =  0 . 0 0 2 .  A  h y s t e r e s i s  i s  p r e d i c t e d .  F o r  c e r t a i n  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s ,
d e p e n d i n g  o n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  t h e  s o l u t i o n  c a n  b e  e i t h e r  o n e  o f  t w o  p o s s i b l e
s t a b l e  s o l u t i o n s .  O f  c o u r s e ,  w e  d o  n o t  o b s e r v e  t h e  u n s t a b l e  s o l u t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h
t h e  d o t t e d  l i n e  i n  F i g u r e  B - 1 0 .
5 . 2  N u m e r i c a l  R e s u l t s
T h e  r e s o n a n t  m o d e  ( 2 , 1 ) ,  w h i c h  h a s  a  n o n d i m e n s i o n a l  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  0 . 0 7 1 2 ,
i s  u s e d  a s  a  s t u d y  c a s e  t o  s e e  h o w  r e s o n a n c e  i s  a f f e c t e d  b y  i n c r e a s i n g  n o n l i n e a r i t y .
T h i s  m o d e  w a s  c h o s e n  s i n c e  i t  c o n t a i n s  b a s i n - s i z e d  s c a l e s  o f  m o t i o n ,  w h i c h  m a k e s
i t  e a s y  t o  s c a l e  i n  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  c a s e .  A n o t h e r  a d d e d  f e a t u r e  i s  i t s  l a r g e
m e r i d i o n a l  s c a l e ;  w e  w i s h  t o  a v o i d  m e r i d i o n a l  l e n g t h  s c a l e s  o f  m o t i o n  t h e  s i z e  o f  t h e
g a p  w i d t h  f o r  t h e  b a r r i e r  b a s i n  w e  w i l  s t u d y  i n  c h a p t e r  6 .  T h e  d i m e n s i o n a l  p e r i o d
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  r e s o n a n t  f r e q u e n c y  o f  0 . 0 7 1 2  i s  2 5 . 5  d a y s ,  t h a t
i s  o f  t h e  o r d e r  o f  a  m o n t h .  U s i n g  t h e  M I C O M  m o d e l  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  4 . 1 ,  w e  h a v e
c a r r i e d  o u t  a  s e r i e s  o f  r u n s  o f  i n c r e a s i n g  n o n l i n e a r i t y  o v e r  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  f o r c i n g
f r e q u e n c y  r a n g e  0 . 0 5 7 5  t o  0 . 0 9 5  w h i c h  s u r r o u n d s  t h e  r e s o n a n t  f r e q u e n c y  0 . 0 7 1 2 .  I n
t h i s  t h e s i s ,  e a c h  s e t  o f  r u n s  c o n s i s t s  o f  a  s e r i e s  o f  r u n s  i n  w h i c h  a l l  t h e  p a r a m e t e r s  a r e
f i x e d ,  e x c e p t  f o r  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  ( w h i c h  v a r i e s  f r o m  W P n . d .  =  0 . 0 5 7 5  t o  0 . 0 9 5 ) .
A s  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  4 . 4 ,  t h e  f r e q u e n c y  i s  n o n d i m e n s i o n a l i z e d  b y  ß L .  W e  h a v e
s i x  s e t s  o f  r u n s  i n c r e a s i n g  i n  n o n l i n e a r i t y .  T h e  n o n l i n e a r  p a r a m e t e r ,  ( ¥ - )  ~ N '  t o o k
o n  t h e  v a l u e s  0 . 0 0 2 ,  0 . 0 0 3 ,  0 . 0 0 4 ,  0 . 0 0 6 ,  0 . 0 0 8  a n d  0 . 0 1 ,  w i t h  c o r r e s p o n d i n g  f o r c i n g
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s t r e n g t h s  1 0 2 4 ¡ e m 2  /  S 2 1 ,  1 5 3 6 ¡ e m 2  /  S 2 ) ,  2 0 4 8 ¡ e m 2  /  S 2 ) ,  3 0 7 2 ¡ e m 2  /  S 2 ) ,  4 0 9 6 ¡ e m 2  /  S 2 )  a n d
5 1 2 0 ¡ e m 2  /  S 2 ) ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  b o t t o m  a n d  l a t e r a l  f r i c t i o n  r e m a i n e d  f i x e d  w i t h  1 :  =
ß £ B  =  2  x  1 0 - 3 ,  a n d  i Ï  =  ß t 1  =  5  x  1 0 - 6 .  H e r e ,  t h e  l e n g t h  s c a l e  L  w a s  c h o s e n  a s
t h e  b a s i n  s c a l e  L B .  T h i s  c o r r e s p o n d s  t o  A  =  8 0 0 ¡ m 2  /  s )  a n d  r  =  8  x  1 0 - 8 ¡ 1 /  s J .  A l l
t h e s e  r u n s  w e r e  i n i t i a l i z e d  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .
T h e  f o r c i n g  w a s  s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  s i n c e  t h e  E k m a n  p u m p i n g  h a s
t h e  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e  s i n (  7 T y ) .  I t  e x t e n d s  o v e r  a  m e r i d i o n a l  s t r i p  o f  2 0 0 k m  w i d t h
o n  t h e  e a s t  s i d e  o f  t h e  b a s i n  b e t w e e n  1 6 0 0 k m  a n d  1 8 0 0 k m  f r o m  t h e  w e s t  s i d e .
T h e  h e i g h t ,  H ,  o f  t h e  f l u i d  i s  c h o s e n  t o  b e  1 6 k m ,  s e e  s e c t i o n  4 . 2  f o r  f u r t h e r
d e t a i l s .  F i n a l l y  t h e  C o r i o l i s  p a r a m e t e r ,  f o ,  a n d  t h e  ß  p a r a m e t e r  a r e  c h o s e n  t o  b e
f o  =  5  x  1 0 - 5 ¡ 1 / s J  a n d  ß  =  2  x  1 0 - 1 3 ¡ 1 / ( s  e m ) ) .  T h e  b a s i n  i s  s q u a r e  w i t h  a  l e n g t h
o f  2 0 0 0 k m .  T h e  r u n s  l a s t e d  f o r  1 0 0 0  m o d e l  d a y s  a n d  t h e  r e s u l t s  w e r e  s t o r e d  f o r  t h e
f i n a l  3 0 0  d a y s .  T h e  r e s o l u t i o n  u s e d  w a s  2 0 k m  b y  2 0 k m .
I n  o u r  d i s c u s s i o n  o f  t h e  r e s u l t s  w e  m a k e  r e f e r e n c e  t o  a  " j u m p "  f r o m  a  w e a k l y
n o n l i n e a r  s o l u t i o n  t o  a  t u r b u l e n t  s o l u t i o n .  A t  t h i s  p o i n t ,  w e  w i l  b r i e f l y  c l a r i f y  w h a t
i s  m e a n t  b y  n o n l i n e a r  a n d  t u r b u l e n t .  T h i s  c l a r i f i c a t i o n  w i l  b e c o m e  m o r e  a p p a r e n t  a s
t h e  d i s c u s s i o n  p r o c e e d s .
W e a k l y  N o n l i n e a r  S o l u t i o n
W e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s  r e s u l t  w h e n  t h e  s o l u t i o n  i s  d o m i n a t e d  b y  t h e  l i n e a r  s o -
l u t i o n  a n d  n o n l i n e a r i t y  i s  a  f i r s t ,  s e c o n d ,  o r  h i g h e r  o r d e r  e f f e c t .  W e  h a v e  a l r e a d y
d i s c u s s e d  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s ,  P e d l o s k y  ¡ 2 )  a n d  P e d l o s k y  ¡ 3 ) .  I n  t h e  m o d e l
r u n s  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  i s  d o m i n a t e d  b y  a  s i n g l e  R o s s b y  m o d e  w h o s e  e i g e n -
f r e q u e n c y  i s  c l o s e  t o  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  o f  t h e  b a s i n .  W e  w i l  s e e  t h a t  t h e r e  a r e  v e r y
s m a l l  c o n t r i b u t i o n s  b y  o t h e r  R o s s b y  m o d e s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a p p e a r a n c e  o f  i n t e g r a l
m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  i n  t h e  f r e q u e n c y  s p e c t r u m .  I n  o u r  m o d e l  r e s u l t s
t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s  o c c u r  p r e d o m i n a n t l y  a t  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  t h a n  t h e
r e s o n a n t  f r e q u e n c y  a n d  h a v e  a  s m a l l e r  a m p l i t u d e  r e s p o n s e  t h e n  t h e  t u r b u l e n t  s o l u -
t i o n s .  N o t e  t h a t  t h e  l o w e r  f o r c i n g  s t r e n g t h s  o f  ( § .  )  ~  N  =  0 . 0 0 2  a n d  0 . 0 0 3  c o r r e s p o n d
t o  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s  f o r  a l l  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s .  T h e s e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o -
l u t i o n s  a r e  i n  t h e  Q G  r e g i m e  a n d  w i l  b e  a n a l y z e d  u s i n g  t h e  R o s s b y  m o d e s  d e v e l o p e d
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i n  c h a p t e r  2 .
T u r b u l e n t  S o l u t i o n s
T h e ' t u r b u l e n t  s o l u t i o n s  o c c u r  a t  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s  w h i c h  a r e  c l o s e  t o  r e s o n a n c e  o r
b e l o w  f o r  t h e  h i g h e r  f o r c i n g  s t r e n g t h s .  T h e y  h a v e  a  w h o l e  r a n g e  o f  m o t i o n  s c a l e s
v a r y i n g  t h r o u g h o u t  t h e  b a s i n .  T h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  r e s p o n s e  i s  l a r g e r  t h a n  f o r  t h e
w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n .  I n e r t i a l  b o u n d a r y  l a y e r s  a p p e a r  a l o n g  t h e  w e s t e r n ,  n o r t h -
e r n ,  a n d  s o u t h e r n  b o u n d a r i e s .  M a n y  f r e q u e n c i e s  o f  m o t i o n  a p p e a r  w h i c h  a r e  n o t
i n t e g e r  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .
U n f o r t u n a t e l y ,  w e  d o  n o t  k n o w  t h e  o r i g i n  o f  t h e s e  f r e q u e n c i e s  n o r  w h a t  i s  t h e i r
r e l a t i o n s h i p  t o  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  o r  t h e  b a s i n  m o d e  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s .  F o r
e x a m p l e ,  i f  t h i s  h y s t e r e s i s  w a s  p a r t  o f  a  p a r a m e t r i c  r e s o n a n c e  o n e  m i g h t  e x p e c t  t h e
f r e q u e n c i e s  t o  b e  r a t i o n a l  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  A l t e r n a t i v e l y ,  t h e s e
f r e q u e n c i e s  m i g h t  r e s u l t  f r o m  t h e  e x c i t a t i o n  o f  t h e  o t h e r  n a t u r a l  m o d e s ,  o r  p e r h a p s
f r o m  i n s t a b i l i t i e s  o f  t h e  f l o w .  T h e  s p e c t r u m  o f  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  i s  j u s t  t o o  d e n s e
t o  g i v e  a n y  i n d i c a t i o n  o f  w h a t  m i g h t  b e  o c c u r r i n g  i n  t h i s  t r a n s i t i o n .
I n  t h i s  c h a p t e r  w e  r e f e r  t o  t h e  s o l u t i o n  " j u m p i n g "  t o  a  t u r b u l e n t  s t a t e  a s  s o o n  a s
f r e q u e n c i e s  w h i c h  a r e  n o t  i n t e g e r  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a p p e a r .  T h i s  i s
a l s o  t h e  p o i n t  a t  w h i c h  w e  h a v e  t o  b e  c a r e f u l  a b o u t  l e a v i n g  t h e  Q G  r e g i m e .
5 . 3  D e s c r i p t i o n  o f  R e s u l t s
F i g u r e  B -  i  i  p l o t s  t h e  m e a n  b a s i n  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  v s  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  f o r
e a c h  s e t  o f  r u n s .  T h e r e  a r e  " j u m p s "  i n  t h e  s o l u t i o n  o c c u r r i n g  a t  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s
W P n . d .  e q u a l  t o  0 . 0 7 5 ,  0 . 0 8 ,  0 . 0 8 2 5  a n d  0 . 0 8 5  a t  t h e  f o r c i n g  s t r e n g t h s ,  ( ¥ - )  ~  N '  e q u a l
t o  0 . 0 0 4 ,  0 . 0 0 6 ,  0 . 0 0 8  a n d  0 . 0 1 ,  r e s p e c t i v e l y .  T h i s  o c c u r s  i n  t h o s e  c a s e s  f o r  w h i c h  t h e
~
s o l u t i o n  l o s e s  i t s  r e s o n a n t  p e a k  a n d  " j u m p s "  f r o m  a  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n ,  w h i c h
i s  d o m i n a t e d  b y  t h e  l i n e a r  s o l u t i o n ,  t o  a  t u r b u l e n t  s o l u t i o n  h a v i n g  m a n y  d i f f e r e n t
s c a l e s  o f  m o t i o n .
F i g u r e s  B - 1 2  ( a ) ,  ( b )  ( c ) ,  a n d  ( d )  s h o w  t h e  e n v e l o p e  c o n t o u r s  c a l c u l a t e d  o v e r  o n e
p e r i o d  o f  f o r c i n g  j u s t  b e f o r e  t h e  s o l u t i o n  " j u m p s "  t o  i t s  h i g h  a m p l i t u d e ,  t u r b u l e n t
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s t a t e .  L i k e w i s e ,  F i g u r e  B - 1 3  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c ) ,  a n d  ( d )  s h o w  t h e  s o l u t i o n  j u s t  a f t e r  t h e
t r a n s i t i o n .  T h e  e n v e l o p e  c o n t o u r s  a r e  t h e  r o o t  m e a n  s q u a r e  ( R M S )  o f  t h e  n u m e r i c a l
s o l u t i o n .  I f  t h e  l i n e a r  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  w e r e  e x p r e s s e d  a s  \ l  =  e i ( w t + k x ) ø ,  w h e r e
q j  i s  t h e  c o m p l e x  e n v e l o p e  f u n c t i o n  e q u a l  t o  R e i B ,  t h e n  t h e  R M S  o f  t h e  s o l u t i o n  i s
e q u i v a l e n t  t o  ! J .
F i g u r e s  B - 1 2  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c ) ,  a n d  ( d )  r e p r e s e n t  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  w h i c h
r e s e m b l e s  t h e  l i n e a r  s o l u t i o n .  W e  s e e  i n  F i g u r e  B - 1 3  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c ) ,  a n d  ( d )  t h a t  i n  t h e
t u r b u l e n t  s o l u t i o n  t h e  l e n g t h  s c a l e  o f  t h e  m o t i o n  v a r i e s  t h r o u g h o u t  t h e  b a s i n  a n d ,  i n
g e n e r a l ,  i s  m u c h  s m a l l e r  t h a n  i n  t h e  w e a k l y  n o n , l i n e a r  s o l u t i o n ,  w h o s e  l e n g t h  s c a l e  i s
t h e  b a s i n  s i z e .
I n  t h e  l i n e a r  a n d  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s ,  f o r  t h e  m o d e  ( 2 , 1 )  w h i c h  w e  a r e
s t u d y i n g ,  w e  o b s e r v e d  l a r g e ,  t a l l ,  o v a l  c e l l s  p r o p a g a t i n g  t o  t h e  w e s t  a n d  d i s a p p e a r i n g
w h e n  t h e y  h i t  t h e  w e s t e r n  w a l L .  W i t h  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  a d v e c t i o n  o f  r e l a t i v e
v o r t i c i t y ,  w e  i n s t e a d  s e e  e d d i e s  a p p e a r i n g  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  e a s t  s i d e  o f  t h e  b a s i n ,
h e a d i n g  i n  a  w e s t w a r d  d i r e c t i o n  ( h a v i n g  t o  m a n e u v e r  a b o u t  e a c h  o t h e r  a s  t h e y  d o )
a n d  t h e n  p i l i n g  u p  o n  t h e  w e s t e r n  w a l L .  E v e n  t h o u g h  t h e  s o l u t i o n  i s  n o n l i n e a r  w e  s t i l l
s e e  a  p e r i o d i c ,  f a i r l y  r e g u l a r  m o t i o n  w h e r e  t h e  d o m i n a n t  p e r i o d  i s  t h e  f o r c i n g  p e r i o d .
T h i s  w i l  b e  c o n f i r m e d  i n  s e c t i o n  5 . 4  b y  F o u r i e r  a n a l y s i s .
W e  n o w  d i s c u s s  t h e  t u r b u l e n t  s o l u t i o n s  w h i c h  w e  o b s e r v e  a f t e r  t h e  t r a n s i t i o n .  A s
a n  e x a m p l e  w e  u s e  t h e  s o l u t i o n  f o r c e d  a t  t h e  f r e q u e n c y  w P n . d .  =  0 . 0 7 2 5  a n d  s t r e n g t h
( ¥  )  ~  N  =  0 . 0 0 4 .  W e  w i l  t h e n  c o n s i d e r  h o w  t h e  s o l u t i o n  f u r t h e r  c h a n g e s  w h e n  t h e
f o r c i n g  s t r e n g t h  i s  i n c r e a s e d  t o  ( ¥ )  ~  N  =  0 . 0 1
T u r b u l e n t  S o l u t i o n  W P n . d .  =  0 . 0 7 2 5  a n d  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 0 4
F i g u r e  B - 1 4  s h o w s  a  s e q u e n c e  o f  s n a p s h o t s  f o r  t h e  c a s e  ( ¥ - )  ~ N  =  0 . 0 0 4  a n d  W P n . d .  =
0 . 0 7 2 5  o v e r  o n e  p e r i o d  o f  m o t i o n .  T h e  p e r i o d  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  n o n d i m e n s i o n a l
f r e q u e n c y  0 . 0 7 2 5  i s  2 5 . 0 8  d a y s .  T h e  1 2  c o n t o u r  p l o t s  i n  F i g u r e  B - 1 4  a r e  p l o t t e d  a t  t w o
d a y  i n t e r v a l s  a n d ,  t h u s ,  w e  a r e  m i s s i n g  t h e  l a s t  f e w  d a y s  o f  t h e  p e r i o d .  H a d  w e  p l o t t e d
t h e  f i n a l  t w o  d a y  i n t e r v a l  i t  w o u l d  r e s e m b l e  t h e  c o n t o u r s  i n  ( a ) .  T h e  d o t t e d  c o n t o u r s
r e p r e s e n t  n e g a t i v e  s t r e a m  l i n e s  a n d  t h e  s o l i d  c o n t o u r s  r e p r e s e n t  p o s i t i v e  s t r e a m  l i n e s .
E d d i e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  p o s i t i v e  s t r e a m  l i n e s  r o t a t e  c l o c k w i s e  ( i . e .  a r e  a n t i c y c l o n i c )
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a n d  c o r r e s p o n d  t o  n e g a t i v e  v o r t i c i t y  w h i l s t  e d d i e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  n e g a t i v e  s t r e a m
l i n e s  r o t a t e  c o u n t e r c l o c k w i s e  ( i . e .  a r e  c y c l o n i c )  a n d  c o r r e s p o n d  t o  p o s i t i v e  v o r t i c i t y .
S t a r t i n g  w i t h  F i g u r e  B - 1 4  ( a ) ,  w e  s e e  t h a t  t h e r e  a r e  t w o  c y c l o n i c  e d d i e s  a g a i n s t  t h e
w e s t e r n  w a l l ,  o n e  a t  t h e  m i d - l a t i t u d e  a n d  t h e  o t h e r  i n  t h e  s o u t h - w e s t  c o r n e r  o f  t h e
b a s i n .  U s i n g  t h e  m e t h o d  o f  i m a g e s ,  w e  e x p e c t  t h a t  t h e  e d d y  a t  t h e  m i d - l a t i t u d e  o f
t h e  w e s t e r n  w a l l  h a s  a  t e n d e n c y  t o  m o v e  s o u t h  a l o n g  t h e  w a l l .  H o w e v e r ,  i t  a p p e a r s
t o  b e  p i n n e d  i n  p l a c e  b y  t w o  a n t i c y c l o n i c  e d d i e s  t o  e i t h e r  s i d e  o f  i t .  I t  r e m a i n s  t h e r e
u n t i l  i t  f i n a l l y  d i s a p p e a r s ,  s e e  F i g u r e  B - 1 4  ( e ) .  M e a n w h i l e ,  t h e  e d d y  i n  t h e  s o u t h - w e s t
c o r n e r  w e a k e n s  b u t  i s  s t i l  a b l e  t o  r e m a i n  t h e r e  u n t i l  i t  i s  f e d  m o r e  p o s i t i v e  v o r t i c i t y ,
s e e  F i g u r e  B - 1 4  ( h ) .  A l s o ,  n o t e  t h a t  i n  F i g u r e  B - 1 4  ( h )  w e  n o w  h a v e  t w o  a n t i c y c l o n i c
e d d i e s  o n  t h e  w e s t e r n  w a l l ,  o n e  a t  m i d - l a t i t u d e  a n d  o n e  i n  t h e  n o r t h - w e s t  c o r n e r  o f
t h e  b a s i n .  T h e  s a m e  c y c l e  w e  h a v e  j u s t  d e s c r i b e d  f o r  t h e  t w o  c y c l o n i c  e d d i e s  i n  F i g u r e
B - 1 4  ( a )  r e p e a t s  i t s e l f  f o r  t h e s e  t w o  e d d i e s .  T h e  f i n a l  r e s u l t  i s  t w o  a l m o s t  p e r m a n e n t
e d d i e s  i n  t h e  s o u t h - w e s t  a n d  n o r t h ' : w e s t  c o r n e r s  o f  t h e  b a s i n .
I n  s u m m a r y ,  w e  h a v e  s e e n  a  c o m p l i c a t e d  p e r i o d i c  m o t i o n  w i t h  t h e  p e r i o d  o f  t h e
f o r c i n g  f r e q u e n c y .  A l t h o u g h  w e  k n o w  t h a t  t h e r e  a r e  m a n y  m o t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o
d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s ,  s e e  s e c t i o n  5 . 4 ,  i t  i s  c l e a r  f r o m  o u r  d e s c r i p t i o n  t h a t  t h e  d o m i n a n t
f r e q u e n c y  h e r e  i s  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  O t h e r  f r e q u e n c i e s  w h i c h  a p p e a r  d u e  t o  t h e
n o n l i n e a r i t y  w i l  b e  s h o w n ,  i n  s e c t i o n  5 . 4 ,  t o  b e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e d d i e s  w e  h a v e
o b s e r v e d  o n  t h e  w e s t e r n  s i d e  o f  t h e  b a s i n .  I t  l o o k s  a s  i f  l a r g e  q u a s i - l i n e a r  m o t i o n
s t a r t s  i n  t h e  e a s t  a n d  t h e  w e s t e r n  b o u n d a r y  g e n e r a t e  n o n l i n e a r i t i e s  a s  a  r e s p o n s e .
H e n c e  t h e  n o n l i n e a r i t i e s  s e e m  c o n c e n t r a t e d  i n  t h e  w e s t .
T u r b u l e n t  S o l u t i o n  W P n . d .  =  0 . 0 7 2 5  a n d  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 1
T o  s e e  h o w  t h e  s o l u t i o n  w e  d e s c r i b e d  a b o v e  p r o g r e s s e s  a s  t h e  n o n l i n e a r i t y  i n c r e a s e s ,  w e
h a v e  i n c l u d e d  i n  F i g u r e  B - 1 5 ,  a  d e t a i l e d  s e q u e n c e  f o r  t h e  s a m e  w i n d  f o r c i n g  f r e q u e n c y
a t  a  w i n d  f o r c i n g  s t r e n g t h  o f  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 1 .  O n e  o f  t h e  m o s t  n o t i c e a b l e  t h i n g s  i s
t h a t  t h e r e  i s  n e g a t i v e  v o r t i c i t y  p e r m a n e n t l y  a l o n g  t h e  n o r t h  w a l l  o f  t h e  b a s i n ,  a n d
p o s i t i v e  v o r t i c i t y  p e r m a n e n t l y  a l o n g  t h e  s o u t h  w a l l  o f  t h e  b a s i n .  S t a r t i n g  i n  F i g u r e
B - 1 5  ( a ) ,  t h e r e  i s  a  p a t c h  o f  m o s t l y  n e g a t i v e  v o r t i c i t y  o c c u p y i n g  t h e  t o p  t w o  t h i r d s
o f  t h e  b a s i n .  T h e  a n t i c y c l o n i c  e d d i e s  i n  t h e  m i d d l e  o f  t h e  b a s i n  p r o p a g a t e  w e s t w a r d
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w h i l s t  t h e  a n t i c y c l o n i c  e d d i e s  a g a i n s t  t h e  n o r t h  w a l l  o f  t h e  b a s i n  p r o p a g a t e  e a s t w a r d .
T h i s  a g a i n  i s  e x p l a i n e d  b y  t h e  m e t h o d  o f  i m a g e s .  I n  t h i s  v e r y  t u r b u l e n t  s o l u t i o n ,  t h e
a n t i c y c l o n i c  e d d i e s  n e a r  t h e  n o r t h  w a l l  a r e  c a p a b l e  o f  p r o p a g a t i n g  a l l  t h e  w a y  t o  t h e
e a s t e r n  w a l l .  I n  t h e  s o l u t i o n s  f o r  ( ¥ - ) ~ N  =  0 . 0 0 6  a n d  ( ¥ - ) ~ N  =  0 . 0 0 8 ,  w h i c h  a r e
n o t  s o  n o n l i n e a r ,  t h e  a n t i c y c l o n i c  e d d i e s  a g a i n s t  t h e  n o r t h e r n  w a l l  t h a t  a r e  a n a l o g o u s
t o  t h e s e  e d d i e s  d i s a p p e a r  b e f o r e  r e a c h i n g  t h e  e a s t e r n  w a l l .
I n  F i g u r e  B - 1 5  ( g )  w e  o b s e r v e  t h a t  t h e r e  i s  p o s i t i v e  v o r t i c i t y  f o r m i n g  a t  t h e  e a s t e r n
w a l l  i n  t h e  l o w e r  t w o  t h i r d s  o f  t h e  b a s i n .  I n  F i g u r e  B - 1 5  ( g )  t o  ( 1 )  t h i s  p o s i t i v e  v o r t i c i t y
p r o p a g a t e s  t o  t h e  w e s t .  N o t e  t h a t ,  f o r  t h i s  s o l u t i o n ,  t h e r e  i s  a l w a y s  n e g a t i v e  v o r t i c i t y
a t  t h e  n o r t h  w a l l  a n d  p o s i t i v e  v o r t i c i t y  a t  t h e  s o u t h  w a l L .
I n e r t i a l  b o u n d a r y  l a y e r s  f o r m  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  e d d i e s  p i l i n g  u p  o n  t h e  w e s t e r n ,
n o r t h e r n  a n d  s o u t h e r n  w a l l s .  ' T h e r e  a r e  a l s o  i n t e r i o r  b o u n d a r y  l a y e r s  a t  t i m e s  w h e n
e d d i e s  a p p r o a c h  e a c h  o t h e r .  T h i s  i s  a p p a r e n t  i n  F i g u r e s  B - 1 4  a n d  B - 1 5 ,  w h e r e  t h e
s t r e a m  l i n e s  a r e  b u n c h e d  t o g e t h e r  T h e r e f o r e ,  a l t h o u g h  t h e  h i g h e s t  v e l o c i t i e s  w i l
u s u a l l y  b e  f o u n d  a l o n g  t h e  w a l l s ,  t h e r e  a r e  s t i l  s i g n i f i c a n t  v e l o c i t i e s  i n  t h e  i n t e r i o r
T o  g i v e  a n  i n d i c a t i o n  o f  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  r e s p o n s e ,  t h e  m a x i m u m  v e l o c i t i e s
a r e  p l o t t e d  a g a i n s t  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s  i n  F i g u r e  B - 1 6  f o r  e a c h  s e t
o f  r u n s .
5 . 4  A n a l y s i s  o f  R e s u l t s
F i g u r e  B - 1 7  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c ) ,  ( d ) ,  ( e )  a n d  ( f ) i s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o v e r  3 0 0  d a y s  o f
t h e  z o n a l  v e l o c i t y  a t  t h e  p o i n t  8 0 0 k m  e a s t  a n d  8 0 0 k m  n o r t h  i n  t h e  l o w e r  w e s t e r n
h a l f  o f  t h e  b a s i n  o f  t h e  s o l u t i o n s  f o r c e d  a t  å  f r e q u e n c y  w P n . d .  =  0 . 0 7 2 5  a n d  i n c r e a s i n g
f o r c i n g  s t r e n g t h s .  I n  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s  i n  F i g u r e s  B - 1 7  ( a )  a n d  ( b ) ,  t h e
o n l y  f r e q u e n c i e s  p r e s e n t ,  o t h e r  t h a n  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y ,  a r e  i n t e g r a l  m u l t i p l e s  o f
t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  H o w e v e r ,  c o i n c i d i n g  w i t h  t h e  a p p e a r a n c e  o f  e d d i e s  i n  t h e  t u r -
b u l e n t  s o l u t i o n s  i n  F i g u r e  ( c )  ( i . e .  ( ¥ - ) ~ N  =  0 . 0 0 4 ) ,  w e  b e g i n  t o  o b s e r v e  m a n y  o t h e r
f r e q u e n c i e s  w h i c h  a r e  n o t  i n t e g r a l  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  A s  t h e  s o l u t i o n
b e c o m e s  m o r e  a n d  m o r e  n o n l i n e a r ,  s e e  F i g u r e s  ( d ) ,  ( e ) ,  a n d  ( f ) ,  m o r e  f r e q u e n c i e s
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a p p e a r  a n d  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  t e r m s  o s c i l a t i n g  a t  t h e s e  f r e q u e n c i e s  i n c r e a s e .  I n
e v e r y  c a s e  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  i s  t h e  d o m i n a n t  f r e q u e n c y ,  a s  w e  w o u l d  e x p e c t  f r o m
o u r  d i s c u s s i o n  i n  s e c t i o n  5 . 3  c o n c e r n i n g  F i g u r e s  B - 1 4  a n d  B - 1 5 .
F i g u r e  B - 1 8  s h o w s  t h e  c o n t o u r  p l o t s  o f t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f t h e  s p a t i a l  c o e f f c i e n t s
f r o m  t h e  F o u r i e r  t i m e  s e r i e s  ( 5 . 5 ) .
3 0 0
W T O T A L ( X ,  y ,  t )  =  L  ( t i ( x ,  y )  e i w ¡ t  +  f t ( x ,  y )  e - i W ¡ t )
1 = 0
( 5 . 5 )
w h e r e  L  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  W i  =  2 ; 1  a n d  f ¡ ( x ,  y )  =  ~  f l '  ' l T O T A L ( X ,  y ,  t )  e i W ¡ t d t .  H e r e ,  T  i s
t h e  l e n g t h  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  w h i c h  i s  3 0 0  d a y s .
T h e  c o n t o u r s  o f  t h e  s p a t i a l  c o e f f c i e n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  t e r m s  w h i c h  o s c i l a t e
a t  f r e q u e n c i e s  t h a t  a r e  i n t e g r a l  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  h a v e  b e e n  p l o t t e d .
T h e s e  f r e q u e n c i e s  a r e  m a r k e d  i n  F i g u r e  B - 1 7 .  I n  F i g u r e s  B - 1 8  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c ) ,  ( d ) ,  ( e ) ,
a n d  ( f )  w e  s e e  t h a t  t h e  d o m i n a n t  s p a t i a l  s t r u c t u r e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  f r e q u e n c y
W P n . d .  i s  t h e  m o d e  ( 2 , 1 )  H o w e v e r ,  a s  t h e  s o l u t i o n  i n c r e a s e s  i n  n o n l i n e a r i t y ,  t h e r e  a r e
o t h e r  m o d e s  c o n t r i b u t i n g  t o  t h i s  f r e q u e n c y .  L i k e w i s e  t h e  s p a t i a l  s t r u c t u r e s  a s s o c i a t e d
w i t h  t h e  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  h a v e  m o r e  t h e n  o n e  m o d e  p r e s e n t ,  a n d  t h e
n u m b e r  o f  m o d e s  p r e s e n t  o b v i o u s l y  i n c r e a s e s  a s  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  i n c r e a s e s .  I n
t h e  t u r b u l e n t  s o l u t i o n s ,  m a n y  m o d e s  a r e  p r e s e n t  f o r  t h e  s p a t i a l  s t r u c t u r e s  a t  h i g h e r
f r e q u e n c i e s  a n d  t h e  d o m i n a n t  r e s p o n s e  i s  o n  t h e  w e s t e r n  s i d e  o f  t h e  b a s i n .  T h i s
i n d i c a t e s  t h a t  t h e  f r e q u e n c i e s  o t h e r  t h e n  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  w h i c h  a p p e a r  i n  t h e
s o l u t i o n  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e d d y  m o t i o n  o n  t h e  w e s t e r n  s i d e  o f  t h e  b a s i n .
F i g u r e s B - 1 9  ( a ) ,  ( b ) ,  a n d  ( c ) ,  f o r  t h e  s o l u t i o n  ( ¥ - ) ~ N  =  0 . 0 0 4  a n d  W P n . d .  =  0 . 0 7 2 5 ,
a r e  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  i n  t h e  e a s t ,  m i d d l e ,  a n d  w e s t  o f  t h e
b a s i n ,  r e s p e c t i v e l y .  A s  w e  c a n  s e e ,  t h e r e  a r e  m o r e  f r e q u e n c i e s ,  e s p e c i a l l y  h i g h e r
f r e q u e n c i e s ,  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e d d i e s  i n  t h e  w e s t  o f  t h e  b a s i n .  T h i s  r e i n f o r c e s
t h e  p r i o r  o b s e r v a t i o n  r e g a r d i n g  t h e  s p a t i a l  c o e f f c i e n t s  a s s o c i a t e d  w i t h  n o n - f o r c i n g
f r e q u e n c i e s ,  w h i c h  h a d  a  s t r o n g e r  r e s p o n s e  i n  t h e  w e s t  b a s i n .
E x p l a n a t i o n  o f  W e a k l y  N o n l i n e a r  R e s u l t s
U n f o r t u n a t e l y ,  I  d o  n o t  h a v e  a  t h o r o u g h  a n a l y s i s  t o  e x p l a i n  t h e  f r e q u e n c i e s  w h i c h
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a p p e a r  i n  t h e  t u r b u l e n t  s o l u t i o n ,  w h e r e  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  a r e  d o m i n a n t .  W e  s p e c u -
l a t e  t h a t  t h e  o n e s  w h i c h  a p p e a r  i n i t i a l l y  m i g h t  b e  a s s o c i a t e d  w i t h  a  r a t i o n a l  m u l t i p l e
o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  o r  w i t h  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  s y s t e m .  C e r t a i n l y ,  m o s t
o f  t h e  f r e q u e n c i e s  w h i c h  e v e n t u a l l y  a p p e a r  w i l  b e  c a u s e d  b y  i n s t a b i l i t i e s  i n  t h e  f l o w .
T h e r e  i s ,  h o w e v e r ,  a  s i m p l e  a n a l y s i s  t o  e x p l a i n  w h y  f r e q u e n c i e s  w h i c h  a r e  m u l t i p l e s
o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a p p e a r  i n  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s ,  w h e r e  t h e  l i n e a r
s o l u t i o n s  a r e  d o m i n a n t .
A s  w e  k n o w  f r o m  e q u a t i o n  ( 3 . 3 2 ) ,  t h e  p a r t i c u l a r  l i n e a r  s o l u t i o n  o s c i l a t e s  o n l y  a t
t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  H e n c e ,  a f t e r  t h e  t r a n s i e n t s  h a v e  d e c a y e d  t h e  o n l y  f r e q u e n c y
p r e s e n t  w i l  b e  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  I f  w e  i n c l u d e  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  i n  o u r  a n a l y s i s
o f  s e c t i o n  3 . 3  w e  s e e  t h a t  f r e q u e n c i e s  o t h e r  t h a n  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  c a n  b e  e x c i t e d
b y  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s .  S u b s t i t u t i n g  t h e  s e r i e s  s o l u t i o n  f o r  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n  ( 2 . 1 7 )
i n t o  t h e  n o n l i n e a r  Q G  e q u a t i o n  a n d  p r o j e c t i n g  t h e  r e s u l t  o n t o  a  p a r t i c u l a r  m o d e  ( p ,  q )
w e  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n
a A p q  ( .  )  . (  ~ ' J T  .  ~ p q ?  i W F  t  . (  J ( ' I ,  \ 7 ' I )  :  ~ p q  ?  (
- a t  -  i W p q  -  r  A p q  =  . (  \ 7 2 ~  ~  ?  e  n . d .  -  5 . 6 )
p q  p q  . (  \ 7 2 p q  : ~ p q  ?
T h e  n o n l i n e a r  t e r m s  a c t  a s  a  f o r c i n g  t e r m  a l o n g  w i t h  t h e  w i n d  f o r c i n g .  F r o m  t h e
l a s t  t e r m  i n  e q u a t i o n  ( 5 . 6 )  w e  s e e  t h a t  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  w i l  e x c i t e  f r e q u e n c i e s
w h i c h  a r e  i n t e g r a l  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  T o  u n d e r s t a n d  t h i s  w e  f i r s t
a s s u m e  t h a t  t h e w  i n  t h e  J a c o b i a n  t e r m  i s  t h e  s i n g l e  m o d e  ' ¥ m n  w h i c h  d o m i n a t e s  t h e
w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  a t  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  T h i s  i s  o b v i o u s l y  a n  a p p r o x i m a t i o n
t o w  w h i c h  s i m p l i f i e s  o u r  a n a l y s i s .  N e x t  w e  c a l c u l a t e  J ( ' I m n ,  \ 7 ' I m n ) ,  t a k i n g  n o t e  t h a t
t h e  f r e q u e n c y  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  J a c o b i a n  i s  e i t h e r  2 w P n . d .  o r  O .  C o n s i d e r i n g  e q u a t i o n
( 5 . 6 ) ,  w e  s e e  t h a t  i f  t h e  J a c o b i a n  o f  ' I m n  p r o j e c t s  o n t o  a  m o d e  ' I p q  i t  w i l  a c t  a s  a
f o r c i n g  t e r m  f o r  A p q  a n d ,  h e n c e ,  A p q  w i l  n o w  h a v e  o s c i l a t i o n s  o f  2 W P n . d .  o r  h a v e  a
s t e a d y  c o m p o n e n t .  N o w  w e  c a n  a p p r o x i m a t e  ' I  a s  ' I m n e ( i W F n . d .  t )  +  ' I p q e ( i 2 w F n . d . t )  +
' I  p q '  T h i s  i s  a n o t h e r  a p p r o x i m a t i o n  i n  t h a t  w e  a r e  i g n o r i n g  t h e  e x c i t a t i o n  o f  o t h e r
t e r m s  w h i c h  p r o j e c t  o n t o  J ( ' I m n ,  \ 7 ' I m n ) .  I f  w e  r e p e a t  t h e  a r g u m e n t  a n d  s u b s t i t u t e
' I m n e ( i W F n . d .  t )  +  ' I p q e ( i 2 W F n . d .  t )  +  ' I p q  i n t o  t h e  J a c o b i a n  w e  s e e  t h a t  f r e q u e n c i e s  o f  w P n . d '
5 8
4 w P n . d . ,  3 w P n . d . ,  a n d  0  a p p e a r .  H e n c e  m o d e s  w h i c h  p r o j e c t  o n t o  t h i s  J a c o b i a n  w i l  b e
e x c i t e d  w i t h  t h e s e  f r e q u e n c i e s .  T h e  a r g u m e n t  c a n  b e  e x t e n d e d  t o  s h o w  t h a t  a l l  t h e
f r e q u e n c i e s  w h i c h  w i l  b e  e x c i t e d  a r e  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  O f  c o u r s e ,
t h i s  i s  e x a c t l y  w h a t  w e  s e e  f o r  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n .
W e  s p e c u l a t e  t h a t  a s  t h e  n o n l i n e a r i t y  i n c r e a s e s  i n s t a b i l i t i e s  o c c u r  i n  t h e  t u r b u -
l e n t  s o l u t i o n  w h i c h  e x c i t e  f r e q u e n c i e s  t h a t  a r e  n o t  i n t e g e r  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g
f r e q u e n c y .
S c a l i n g  o f  T u r b u l e n t  R e s u l t s
T h i s  t u r b u l e n t  p r o b l e m  i s  p a r t i c u l a r l y  d i f f c u l t  t o  s c a l e .  W e  h a v e  m a d e  a  f a i r l y  a c c u -
r a t e  a t t e m p t  t o  s c a l e  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  p r o b l e m  f a r  f r o m  t h e  r e s o n a n c e  i n  s e c t i o n
4 . 4 ,  a n d  w h e n  w e  a r e  i n  t h i s  r e g i m e  ( ¥ - )  2  d o e s  i n  f a c t  a p p r o x i m a t e  t h e  t r u e  R o s s b y
W N  .
n u m b e r  o f  t h e  f l o w
T h e  r e a s o n  w h y  i t  i s  p o s s i b l e  t o  h a v e  a  r e a s o n a b l e  s c a l i n g  f o r  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r
s o l u t i o n  i s  t h a t  t h e r e  i s  o n e  l e n g t h  s c a l e  w h i c h  i s  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s i z e  o f  t h e  b a s i n
( t h e  s o l u t i o n  i s  s t i l  d o m i n a t e d  b y  a  s i n g l e  m o d e )  W e  k n o w  f r o m  t h e  l i n e a r  s o l u t i o n
( 3 . 3 2 )  t h a t ,  w h e n  w e  a r e  f a r  f r o m  r e s o n a n c e ,  t h e  t i m e  t e n d e n c y  o f  r e l a t i v e  v o r t i c i t y
a n d  t h e  p l a n e t a r y  v o r t i c i t y  t e r m  d o  n o t  c a n c e l  v e r y  w e l l  a n d ,  t h e r e f o r e ,  w e  b a l a n c e
t h e m  w i t h  t h e  f o r c i n g  t e r m .  W h e n  t h e  s o l u t i o n  i s  a t  r e s o n a n c e  t h e s e  t w o  t e r m s  d o
b a l a n c e  a n d  t h e n  t h e  f o r c i n g  t e r m  b a l a n c e s  t h e  f r i c t i o n  t e r m .
H o w e v e r ,  w h e n  t h e  s o l u t i o n  t r a n s i t i o n s  t o  t h e  v e r y  n o n l i n e a r  t u r b u l e n t  r e g i m e
t h e r e  a r e  m a n y  t i m e  s c a l e s ,  l e n g t h  s c a l e s ,  a n d  v e l o c i t y  s c a l e s  p r e s e n t  a n d ,  t h u s ,  i t  i s
m u c h  m o r e  d i f f c u l t  t o  d e c i d e  w h i c h  t e r m s  b a l a n c e .  I n  o r d e r  t o  " s e e "  h o w  t h e  b a l a n c e
c h a n g e s  a f t e r  t h e  t r a n s i t i o n ,  t h e  t i m e  t e n d e n c y  o f  r e l a t i v e  v o r t i c i t y ,  t h e  p l a n e t a r y
v o r t i c i t y  t e r m ,  t h e  f r i c t i o n a l  t e r m ,  a n d  t h e  J a c o b i a n  t e r m  o f  t h e  Q G  e q u a t i o n  h a v e
b e e n  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  m o d e l  r e s u l t s  u s i n g  a  s i m p l e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  m e t h o d .  T h e
m e r i d i o n a l  v e l o c i t y  w a s  i n t e g r a t e d  t o  g e t  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n  a n d  t h e n  t h e  s t r e a m
f u n c t i o n  w a s  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  Q G  t e r m s .
F i g u r e  B - 2 0  s h o w s  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  Q G  t e r m s  f o r  t h e  s o l u t i o n  ( ¥ - )  ~  N  =
0 . 0 0 8  a n d  W P n . d .  =  0 . 0 8 5 .  T h i s  s o l u t i o n  i s  s t i l  i n  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  r e g i m e .  A s
w e  c a n  s e e ,  i n  t h e  w e s t e r n  s i d e  o f  t h e  b a s i n ,  w h e r e  t h e r e  i s  n o  f o r c i n g ,  t h e  p l a n e t a r y
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v o r t i c i t y  t e r m ,  F i g u r e  B - 2 0  ( a ) ,  a n d  t h e  t i m e  t e n d e n c y  t e r m ,  F i g u r e  B - 2 0  ( b )  a r e
b o t h  o f  m a g n i t u d e  1 0 - 1 1  a n d  t h e i r  c o n t o u r  p l o t s  c o m p l e m e n t  e a c h  o t h e r .  H e n c e  w e
s e e  t h a t  t h e  m a i n  b a l a n c e  i s  b e t w e e n  t h e s e  t w o  t e r m s .  T h e  n e x t  b i g g e s t  t e r m  i s  t h e
J a c o b i a n  t e r m ,  F i g u r e  B - 2 0  ( d ) ,  o f  m a g n i t u d e  1 0 - 1 2 .  N o t e  t h a t  t h i s  t e r m  i s  l a r g e s t
i n  t h e  r e g i o n  o f  w i n d  f o r c i n g ,  w h i c h  m i g h t  b e  i n t r o d u c i n g  s m a l l  
l e n g t h  s c a l e s  i n t o  t h e
f l o w  F i n a l l y ,  t h e  s m a l l e s t  t e r m  i s  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  t e r m ,  w h i c h  i s  o f  o r d e r  1 0 - 1 3 ,
a s  s h o w n  i n  F i g u r e  B - 2 0  ( c ) .
F i g u r e  B - 2 1  s h o w s  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  s a m e  t e r m s  f o r  t h e  s o l u t i o n  ( ¥  ) ~ N  =
0 . 0 0 8  a n d  W P n . d .  =  0 . 0 8 2 5 .  T h i s  t i m e  t h e  m a i n  b a l a n c e  i s  b e t w e e n  t h e  t i m e  t e n d e n c y
o f  r e l a t i v e  v o r t i c i t y ,  F i g u r e  B - 2 1  ( b ) ,  a n d  t h e  J a c o b i a n  n o n l i n e a r  t e r m ,  F i g u r e  B - 2 1
( d ) .  T h e  c o n t o u r  p l o t s  o f  t h e s e  t e r m s  c o m p l e m e n t  e a c h  o t h e r  a n d  t h e y  b o t h  a r e  o f
o r d e r  1 0 - 1 0  T h i s  v a l u e  i s  l a r g e r  t h a n  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e ,  d u e  t o  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f
t h e  s m a l l  s c a l e s .  N o t  s u r p r i s i n g l y ,  t h e s e  t w o  t e r m s ,  w h i c h  h a v e  t h e  m o s t  d e r i v a t i v e s ,
c o n t a i n  t h e  s m a l l e s t  s c a l e s  o f  m o t i o n  a n d  b a l a n c e  e a c h  o t h e r  i n  t h i s  r e g i m e .  I t  i s
i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  t h e  s u m  o f  t h e  J a c o b i a n  t e r m  a n d  t h e  t i m e  t e n d e n c y  t e r m
s h o w s  l a r g e r  s c a l e  s t r u c t u r e s  a n d  b a l a n c e s  t h e  p l a n e t a r y  v o r t i c i t y  t e r m ,  w h i c h  o n l y
h a s  o n e  d e r i v a t i v e .  T h e  o r d e r  o f  t h e  p l a n e t a r y  v o r t i c i t y  t e r m ,  F i g u r e  B - 2 1  ( a ) ,  i s
1 0 - 1 1 .  A g a i n  t h e  f r i c t i o n  t e r m ,  F i g u r e  B - 2 1  ( c ) ,  i s  s m a l l  a n d  o f  o r d e r  1 0 - 1 2 .  H e n c e ,
w e  c o n c l u d e  t h a t  t h e  m a i n  b a l a n c e  f o r  t h e  s m a l l  s c a l e s  o f  m o t i o n  i n  t h e  t u r b u l e n t
r e g i m e  i s  b e t w e e n  t h e  t i m e  t e n d e n c y  a n d  t h e  J a c o b i a n  t e r m .  T h e  b a l a n c e  f o r  t h e
l a r g e r  s c a l e s  o f  m o t i o n  s e e m s  t o  b e  b e t w e e n  t h e  s u m  o f  t h e  J a c o b i a n  t e r m  a n d  t h e
t i m e  t e n d e n c y  t e r m  a n d  t h e  p l a n e t a r y  ß  t e r m .
T h e  f a c t  t h a t  o u r  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  Q G  t e r m s  f r o m  t h e  s h a l l o w  w a t e r  m o d e l
s a t i s f y  t h e  Q G  e q u a t i o n  i n d i c a t e s  t h a t  w e  a r e  i n  t h e  Q G  r e g i m e  f o r  t h e  s o l u t i o n
( ¥  ) ~ N  =  0 . 0 0 8  a n d  W P n . d .  =  0 . 0 8 2 5 .
H y s t e r e s i s
A s  w e  s a w  i n  s e c t i o n  5 . 3  t h e r e  i s  a  t r a n s i t i o n  i n  t h e  s o l u t i o n  f o r c e d  w i t h  t h e  w i n d
s t r e n g t h  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 1  b e t w e e n  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s  w P n . d .  =  0 . 0 8 5  a n d  W P n . d .
0 . 0 8 7 5 ,  s e e  F i g u r e  B - 1 1 .  T h e s e  r u n s  w e r e  f o r c e d  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .
W e  a l r e a d y  k n o w  f r o m  p r e v i o u s  w o r k ,  s e e  P e d l o s k y  ¡ 3 )  a n d  s e c t i o n  5 . 1 . 2 ,  t h a t
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t h e  r e s o n a n t  p e a k  l e a n s  t o w a r d s  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  a s  t h e  n o n l i n e a r i t y  i n  t h e  w e a k l y
n o n l i n e a r  s o l u t i o n  i n c r e a s e s ,  c a u s i n g  a  h y s t e r e s i s .  I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  s e e  t h a t  t h e
h y s t e r e s i s  i s  a l s o  p r e s e n t  w h e n  t h e  s o l u t i o n  b e c o m e s  t u r b u l e n t .  F i g u r e  B - 2 2  s h o w s
t h e  m e a n  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  o r i g i n a l  r e s u l t s  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i -
t i o n s ,  m a r k e d  b y  a  s q u a r e ,  a n d  t h e  r e s u l t s  o f  r u n s  i n i t i a l i z e d  b y  s o l u t i o n s  f o r c e d  a t
a  l o w e r  f r e q u e n c y  ( m o v i n g  f r o m  l o w  t o  h i g h ) ,  m a r k e d  b y  a s t e r i s k s .  A s  w e  c a n  s e e ,
t h e  t r a n s i t i o n  n o w  o c c u r s  a t  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  o f  w P n . d .  =  0 . 0 9 2 5  a s  o p p o s e d  t o
w P n . d .  =  0 . 0 8 7 5  a n d  t h e r e  i s  i n d e e d  a  h y s t e r e s i s .  T h e s e  r u n s  w e r e  d o n e  a t  o u r  s t r o n g e s t
f o r c i n g  f r e q u e n c y  o f  ( ¥ - )  ~ N  =  0 . 0 1  W h e n  t h e  r u n s  a r e  i n i t i a l i z e d  b y  a  h i g h e r  f o r c i n g
f r e q u e n c y  ( m o v i n g  f r o m  h i g h  t o  l o w ) ,  o n c e  t h e  r u n s  h a v e  s p u n  u p ,  t h e  r u n s  a r e  t h e
s a m e  a s  w h e n  t h e r e  a r e  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d ,  h e n c e ,  n o  h y s t e r e s i s  i s  f o u n d  i n
t h a t  d i r e c t i o n .
F i g u r e s  B - 2 3  ( a )  a n d  ( b )  s h o w  t h e  e n v e l o p e  p l o t  o f  t h e  r u n s  b e f o r e  a n d  a f t e r
t h e  t r a n s i t i o n .  F i g u r e  B - 2 3  ( a )  r e s e m b l e s  t h e  e n v e l o p e  c o n t o u r  b e f o r e  t h e  t r a n s i t i o n ,
s e e  F i g u r e  B - 1 2  ( d ) ,  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  F i g u r e  B - 2 3  ( b )  r e s e m b l e s  t h e
e n v e l o p e  c o n t o u r  a f t e r  t h e  t r a n s i t i o n ,  s e e  F i g u r e  B - 1 2  ( d ) ,  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .
T h e  t r a n s i t i o n  i s  a g a i n  f r o m  t h e  t u r b u l e n t  s o l u t i o n  t o  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n .
W e  h a d  o b s e r v e d ,  P e d l o s k y  ( 3 ) ,  f o r  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  t h a t  t h e  i n t e r -
a c t i o n  o f  t h e  W a  a n d  W i  s o l u t i o n  c a u s e d  a  h y s t e r e s i s  i n  t h e  a m p l i t u d e  c u r v e  o f  t h e
s o l u t i o n .  I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  t h i s  h y s t e r e s i s  i s  s t i l  p r e s e n t  w h e n  t h e  s o l u t i o n
t r a n s i t i o n s  t o  i t s  t u r b u l e n t  s t a t e  w h e n  s o  m a n y  b a s i n  m o d e s  a r e  p r e s e n t .
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C h a p t e r  6
N o n l i n e a r  S o l u t i o n  f o r  t h e  B a r r i e r
B a s i n
I n  o u r  l a s t  c h a p t e r  w e  w i l  b r i e f l y  c o n s i d e r  t h e  e f f e c t  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  o n  t h e  m o d e
c o r r e s p o n d i n g  t o  ( 2 , 1 )  i n  t h e  b a r r i e r  b a s i n .  C o n s u l t i n g  T a b l e  A . l ,  w e  s e e  t h a t  i t  h a s
a  n o n d i m e n s i o n a l  r e s o n a n t  f r e q u e n c y ,  0 . 0 6 8 6 ,  w h i c h  i s  s l i g h t l y  l e s s  t h a n  t h e  r e s o n a n t
f r e q u e n c y ,  0 . 0 7 1 2 ,  f o r  t h e  ( 2 , 1 )  m o d e  i n  t h e  b a r r i e r - f r e e  b a s i n .
6 . 1  N u m e r i c a l  R e s u l t s
O u r  d i s c u s s i o n  c e n t e r s  o n  t w o  s e t s  o f  n u m e r i c a l  r u n s  f o r c e d  w i t h  n o n d i m e n s i o n a l
f r e q u e n c i e s  r a n g i n g  f r o m  0 . 0 6 2 5  t o  0 . 0 8 5 .  T h e  f o r c i n g  s t r e n g t h  o f  t h e  r u n s  a r e
( ¥ - )  ~ N  =  0 . 0 0 4  a n d  0 . 0 1 ,  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  2 0 4 8 ¡ C m 2  /  S 2 )  a n d  5 1 2 0 ¡ C m 2  /  S 2 ) ,  r e -
s p e c t i v e l y .  A l l  t h e  o t h e r  p a r a m e t e r s  r e m a i n  t h e  s a m e .
6 . 2  D e s c r i p t i o n  o f  R e s u l t s
F i g u r e  B - 2 4  s h o w s  t h e  m e a n  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  v e r s u s  f o r c i n g  f r e q u e n c y ,  w P n . d . ,
f o r  b o t h  s e t s  o f  r u n s ,  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 0 4  a n d  0 . 0 1
T h e  r e s o n a n t  p e a k  h a s  o b v i o u s l y  b e e n  d i m i n i s h e d ,  i n  a m p l i t u d e  a n d  s h a p e ,  b y
t h e  n o n l i n e a r i t y .  I t  i s  d i f f c u l t  t o  t e l l  w i t h  t h e  r e s u l t i n g  b r o a d  p e a k  a n d  t h e  f r e q u e n c y
6 2
r e s o l u t i o n  o f  t h e s e  r u n s  i f  t h e  n o n l i n e a r i t y  h a s  i n c r e a s e d  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e
s y s t e m  f r o m  0 . 0 6 8 6 .  T o  d e t e r m i n e  h o w  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  h a s  c h a n g e d  w e  c o u l d
d o  a n  a n a l y s i s  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  P e d l o s k y  ¡ 3 ) .
F r o m  F i g u r e  B - 2 4  i t  i s  d i f f c u l t  t o  t e l l  i f  t h e r e  i s  a  j u m p  i n  t h e  s o l u t i o n .  P e r h a p s
t h e r e  m i g h t  b e  o n e  b e t w e e n  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s  o f  0 . 0 7  a n d  0 . 0 7 2 5
f o r  t h e  s o l u t i o n  ( ¥  ) ~ N  =  0 . 0 0 4 ,  a n d  b e t w e e n  0 . 0 7 5  a n d  0 . 0 7 7 5  f o r  t h e  s o l u t i o n
( ¥ ) ~ N  =  0 . 0 1 .
T o  h e l p  d e t e r m i n e  w h e r e  t h e  n a t u r e  o f  t h e  s o l u t i o n  c h a n g e s ,  w e  c o n s i d e r  t h e
e n v e l o p e  p l o t s  a t  e a c h  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  F i g u r e s  B - 2 5  a n d  B - 2 6  p r e s e n t  t h e  c o n t o u r
p l o t s  f o r  t h e  f o r c i n g  s t r e n g t h s  ( ¥ ) ~ N  =  0 . 0 0 4  a n d  ( ¥ ) ~ N  =  0 . 0 1 ,  r e s p e c t i v e l y .
T h e  e n v e l o p e  p l o t s  i n  F i g u r e  B - 2 5  d o  n o t  s h o w  a n y  c h a n g e  i n  t h e  n a t u r e  o f  t h e
s o l u t i o n .  A l l  s o l u t i o n s  s e e m  t o  b e  d o m i n a t e d  b y  t h e  l i n e a r  s o l u t i o n  i n  t h e  e a s t e r n
b a s i n .  T h e  w e s t e r n  b a s i n  s e e m s  t o  b e  m o r e  n o n l i n e a r  f o r  c e r t a i n  f r e q u e n c i e s  t h a n
o t h e r s .  H o w e v e r ,  t h e r e  i s  n o  d r a m a t i c  c h a n g e  f r o m  o n e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  t o  t h e  n e x t .
F i g u r e s  B - 2 6  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c ) ,  ( d ) ,  ( e ) ,  ( f ) ,  w h i c h  p l o t  t h e  e n v e l o p e s  f o r  t h e  t h e  s o l u t i o n
f o r c e d  a t  ( ¥  ) ~ N  =  0 . 0 1 ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  s e e m  t o  b e  s t r o n g l y  n o n l i n e a r  t h r o u g h o u t
t h e  b a s i n  f o r  s o m e  f r e q u e n c i e s .  T h e r e  i s  a  s l i g h t  c h a n g e  i n  t h e  e a s t e r n  b a s i n  b e t w e e n
t h e  s o l u t i o n  i n  F i g u r e s  B - 2 6  ( f )  a n d  ( g )  F i g u r e  B - 2 6  ( f ) ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  n o n l i n e a r
f r e q u e n c y  o f  w P n . d .  =  0 . 0 7 5 ,  i s  n o n l i n e a r  i n  t h e  e a s t e r n  b a s i n  w h e r e a s  t h e  s o l u t i o n  i n
F i g u r e  B - 2 6  ( g ) ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  f o r c i n g  f r e q u e n c y  o f  W P n . d .  =  0 . 0 7 7 5 ,  i s  c l e a r l y
d o m i n a t e d  b y  t h e  l i n e a r  s o l u t i o n  i n  t h e  e a s t e r n  b a s i n .  T h e r e f o r e ,  t h e r e  d o e s  s e e m  t o
b e  a  " j u m p "  o f  t h e  t y p e  w e  o b s e r v e d  i n  c h a p t e r  5  i n  t h e  r u n  ( ¥ )  ~ N  =  0 . 0 1 .  T h e
q u e s t i o n  o f  w h e t h e r  t h e r e  i s  a n  a s s o c i a t e d  h y s t e r e s i s  w i l  b e  a d d r e s s e d  i n  s e c t i o n  6 . 3 .
W e a k l y  N o n l i n e a r  v s  T u r b u l e n t
I n  c h a p t e r  5  w e  m a d e  a  c l e a r  d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  a  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  a n d
a  t u r b u l e n t  s o l u t i o n .  P a r t  o f  t h i s  d i s t i n c t i o n  w a s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  o n l y  n o n  f o r c -
i n g  f r e q u e n c i e s  a p p e a r i n g  i n  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  w e r e  i n t e g r a l  m u l t i p l e s
o f  t h e '  f o r c i n g  f r e q u e n c y ,  w h e r e a s  m a n y  d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s  a p p e a r  i n  t h e  t u r b u l e n t
s o l u t i o n s .
N o w ,  i n  t h e  b a r r i e r  b a s i n  w e  h a v e  t h e  o d d  s i t u a t i o n  i n  w h i c h  t h e  s o l u t i o n  a p p e a r s
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t o  b e  t u r b u l e n t  i n  o n e  s u b - b a s i n  a n d  w e a k l y  n o n l i n e a r  i n  t h e  o t h e r  s u b - b a s i n .  I t  s e e m s
t h a t ,  f o r  t h i s  c a s e ,  t h e  n o n  i n t e g r a l  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  w h i c h  a p p e a r  i n
t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n  d o  h a v e  a  s i g n a t u r e  i n  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n .  H e n c e ,  w e  h a v e
t h e  s i t u a t i o n  i n  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n  w h e r e  t h e  s o l u t i o n  i s  w e a k l y  n o n l i n e a r  b u t  t h e r e
a r e  f r e q u e n c i e s  p r e s e n t  w h i c h  a r e  n o t  i n t e g r a l  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .
S o l u t i o n  W F  d  =  0 . 0 7 2 5  a n d  ( 9 L L ) 2  =  0 . 0 0 4
n . W N
W e  w i l  n o w  t a k e  a  d e t a i l e d  l o o k  a t  h o w  t h e  s o l u t i o n  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 0 4  p r o g r e s s e s
i n  t i m e .  W e  h a v e  a r b i t r a r i l y  c h o s e n  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  0 . 0 7 2 5  a s  i n  s e c t i o n  5 . 3 .
F i g u r e  B - 2 7  i n d i c a t e s  t h a t  t h i s  s o l u t i o n  i s  d o m i n a t e d  b y  t h e  l i n e a r  f u l l  b a s i n  m o d e
f r o m  s e c t i o n  2 . 2  w i t h  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  0 . 0 6 8 6 .  M o s t  s t r i k i n g  a r e  t h e  e d d i e s
f o r m e d  a t  t h e  t i p s  o f  t h e  b a r r i e r  W h e n  t h e  f l o w  a b o u t  t h e  b a r r i e r  i s  c l o c k w i s e  ( i . e .
a n t i c y c l o n i c ) ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  p o s i t i v e  s t r e a m l i n e s ,  t h e s e  e d d i e s  a r e  f o r m e d  a t  t h e
s o u t h - w e s t  a n d  n o r t h - e a s t  o f  t h e  b a r r i e r  a n d  a l s o  h a v e  a  c l o c k w i s e  c i r c u l a t i o n .  S e e
F i g u r e s  B - 2 7  ( b ) ,  ( c ) ,  a n d  ( d ) .  N o t e  t h a t  t h e  e d d y  f o r m e d  i n  t h e  w e s t  b a s i n  i s  m u c h
b i g g e r  a n d  l a s t s  m u c h  l o n g e r .  L i k e w i s e ,  w h e n  t h e  b a r r i e r  i s  e n c i r c l e d  b y  f l o w  w h i c h
i s  c o u n t e r c l o c k w i s e  ( i . e .  c y c l o n i c ) ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  n e g a t i v e  s t r e a m l i n e s ,  e d d i e s  a r e
f o r m e d  a t  t h e  n o r t h - w e s t  a n d  s o u t h - w e s t  o f  t h e  b a r r i e r .  S e e  F i g u r e s  B - 2 7  ( h ) ,  ( i ) ,
( j ) ,  a n d  ( k )  A g a i n ,  t h e  e d d y  i n  t h e  w e s t  i s  s t r o n g e r  a n d  l a s t s  l o n g e r  t h a n  t h e  e d d y
f o r m e d  i n  t h e  e a s t .  T h e  a n t i c y c l o n i c  e d d y  r e m a i n s  i n  t h e  g e n e r a l  a r e a  o f  t h e  s o u t h  o f
t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n .
T h i s  s o l u t i o n  s e e m s  t o  b e  d o m i n a t e d  b y  t h e  f u l l  b a s i n  m o d e  w i t h  n a t u r a l  f r e q u e n c y
0 . 0 6 8 6 .  W e  h a v e  n o t  s p e c u l a t e d  o n  w h a t  d y n a m i c s  g o v e r n  t h e  e d d i e s  f o r m e d  a t  t h e
t i p s  o f  t h e  b a r r i e r
S o l u t i o n  W F  d  =  0 . 0 7 2 5  a n d  ( 9 L L ) 2  =  0 . 0 1
n . W N
A s  w e  n o t i c e d  f r o m  F i g u r e  B - 2 6  ( e )  t h i s  s o l u t i o n  s e e m s  t o  b e  t u r b u l e n t  t h r o u g h o u t
t h e  w h o l e  b a s i n .  F i g u r e  B - 2 8  s h o w s  t h e  c o n t o u r  p l o t s  o f  t h e  s o l u t i o n  a t  t w o  d a y
i n t e r v a l s .  I n  t h e  s a m e  f a s h i o n  a s  i n  t h e  s o l u t i o n  W p  d  =  0 . 0 7 2 5  a n d  ( 9 L L ) 2  =  0 . 0 0 4 .
n . .  W N '
w e  a g a i n  s e e  e d d i e s  f o r m i n g  a t  t h e  t i p s  o f  t h e  b a r r i e r ,  s e e  F i g u r e s  B - 2 8  (  a )  a n d  ( b )
( s o u t h - w e s t  a n d  n o r t h - e a s t  o f  
t h e  b a r r i e r )  a n d  F i g u r e s  B - 2 8  ( f ) ,  ( d ) ,  ( h ) ,  ( i ) ,  ( k ) ,  a n d
( 1 )  ( n o r t h - w e s t  a n d  s o u t h - e a s t  o f  t h e  b a r r i e r )
6 4
T h e  a n t i c y c l o n i c  e d d y  w h i c h  f o r m s  a t  t h e  s o u t h - w e s t  o f  t h e  b a r r i e r  s e e m s  t o  f e e d
i n t o  t h e  a n t i c y c l o n i c  e d d y  t h a t  r e m a i n s  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s o u t h  o f  t h e  w e s t  b a s i n .
A c c o r d i n g  t o  t h e  m e t h o d  o f  i m a g e s ,  o n e  w o u l d  e x p e c t  i t  t o  m o v e  n o r t h w a r d s  a l o n g  t h e
w e s t  b a s i n  m e r i d i o n a l  w a l l ;  w e  d o  s e e  t h i s  i n  F i g u r e s  B - 2 8  ( f ) ,  ( g ) ,  a n d ( h )  L i k e w i s e ,
t h e  c y c l o n i c  e d d y  a t  t h e  n o r t h - w e s t  o f  t h e  b a r r i e r  f e e d s  i n t o  t h e  c y c l o n i c  e d d y  a t  t h e
m i d - l a t i t u d e  o f  t h e  w e s t e r n  b a s i n .  A t  t i m e s  t h i s  c y c l o n i c  e d d y  m o v e s  s o u t h  a l o n g  t h e
w e s t e r n  b a s i n  m e r i d i o n a l  w a l l  a s  p r e d i c t e d  b y  t h e  m e t h o d  o f  i m a g e s ,  s e e  F i g u r e s  B - 2 8
( h ) ,  ( i ) ,  ( j ,  a n d  ( k ) .
T h i s  s o l u t i o n  s e e m s  t o  b e  m o r e  t u r b u l e n t  i n  t h e  w e s t e r n  b a s i n .  W e  w o u l d  e x p e c t
t h i s  f r o m  o u r  r e s u l t s  i n  c h a p t e r  5 .  P e r h a p s  t h e  s m a l l  l e n g t h  s c a l e s  f o u n d  n e a r  t h e
w e s t e r n  w a l l  a r e  d u e  t o  t h e  r e f l e c t i o n  o f  e a s t w a r d  R o s s b y  w a v e s  w h i c h  h a v e  s m a l l
l e n g t h  s c a l e s .  T h i s  c o n c l u s i o n  m i g h t  l e a d  o n e  t o  a s k  w h y  w o u l d  w e  n o t  h a v e  s i m i l a r
r e f l e c t i o n s  f r o m  t h e  m e r i d i o n a l  b a r r i e r  a n d ,  h e n c e ,  h a v e  s m a l l  s c a l e  m o t i o n s  j u s t  t o
t h e  e a s t  o f  t h e  b a r r i e r  i n  t h e  e a s t e r n  b a s i n .
H o w e v e r ,  i n  t h i s  s i t u a t i o n ,  w i t h  t h e  b a r r i e r  p l a c e d  a t  6 2 0 k m ,  w e  a l s o  h a v e  t h e
i n t r o d u c t i o n  o f  s m a l l  l e n g t h  s c a l e s  b y  t h e  s m a l l  z o n a l  s c a l e  o f  t h e  w e s t  s u b - b a s i n
a n d  t h e  s m a l l  g a p  w i d t h s .  O n e  m i g h t  w o n d e r  i f  i t  i s  t h e s e  s m a l l  l e n g t h  s c a l e s  t h a t
i n t r o d u c e  t h e  s m a l l  s c a l e  m o t i o n s  i n  t h e  w e s t e r n  b a s i n .
T o  a s s e s s  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  s m a l l  l e n g t h  s c a l e s  o f  t h e  b a r r i e r  i n  p r o d u c i n g  t h e
s m a l l  s c a l e  m o t i o n s  o b s e r v e d  i n  t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n ,  w e  h a v e  m a d e  t h e  s i z e  o f  t h e
e a s t e r n  s u b - b a s i n  t h e  u s u a l  s i z e  o f  t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n  a n d  v i s e  v e r s a  f o r  t h e  r e s u l t s
s h o w n  i n  F i g u r e  B - 2 9 .  A s  w e l l  a s  m o v i n g  t h e  b a r r i e r ,  t h e  w i n d  f o r c i n g  w a s  m o v e d  t o
t h e  m e r i d i o n a l  s t r i p  b e t w e e n  2 0 0 k m  a n d  4 0 0 k m ,  t h e r e b y  p r o d u c i n g  a  p r o b l e m  w h i c h
i s  t h e  e a s t - w e s t  m i r r o r  i m a g e  o f  t h e  p r o b l e m  i n  F i g u r e  B - 2 8 .  H e n c e ,  i f  t h e  s m a l l
s c a l e  m o t i o n s  o b s e r v e d  i n  t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n  o f  F i g u r e  B - 2 8  w h e r e  i n d e e d  o n l y
c a u s e d  b y  t h e  s m a l l  s c a l e s  d u e  t o  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  b a r r i e r ,  t h e n  o n e  m i g h t  e x p e c t
s i m i l a r  s m a l l  s c a l e  m o t i o n s  t o  a p p e a r  i n  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n  i n  F i g u r e s  B - 2 9 .  T h e
a b s e n c e  o f  s u c h  m o t i o n s  i n d i c a t e  t h a t  t h e  s m a l l  s c a l e s  w e r e  p e r h a p s  c a u s e d  b y  t h e
r e f l e c t i o n  o f  s m a l l  w a v e l e n g t h  e a s t w a r d  p r o p a g a t i n g  R o s s b y  w a v e s  f r o m  t h e  w e s t e r n
b a s i n  m e r i d i o n a l  w a l l .
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T h e  a b o v e  c o n c l u s i o n  l e a d s  u s  t o  w o n d e r  t h e n  w h y  d o  n o t  w e  s e e  s i m i l a r  s m a l l  s c a l e
m o t i o n s  t o  t h e  e a s t  o f  t h e  b a r r i e r  i n  F i g u r e s  B - 2 8 .  O n e  e x p l a n a t i o n  m i g h t  b e  t h a t
t h e  r e f l e c t i o n  f r o m  t h e  b a r r i e r ,  w h i c h  m u s t  s a t i s f y  t h e  n o  n e t  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n ,
m i g h t  b e  d i f f e r e n t  t h a n  t h e  r e f l e c t i o n  a t  a  w a l l  o f  t h e  b a s i n .
6 . 3  A n a l y s i s  o f  R e s u l t s
W e  w i l  n o w  t r y  t o  m a k e  a  m o r e  q u a n t i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  t h e  r e s u l t s .
F r e q u e n c i e s  E x c i t e d  b y  N  o n l i n e a r i t i e s
F i g u r e  B - 3 0  s h o w s  t h e  F o u r i e r  T r a n s f o r m  o f  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  a t  d i f f e r e n t  p o i n t s
i n  t h e  b a s i n  f o r  f o r c i n g  s t r e n g t h s  ( ¥ - )  ~  N  =  0 . 0 0 4  a n d  ( ¥ - )  ~  N  =  0 . 0 1  a n d  f o r c i n g
f r e q u e n c y  0 . 0 7 2 5 .  T h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  c a l c u l a t e d  o v e r  3 0 0  d a y s  a n d ,  t h e r e f o r e ,
t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  p e a k s  i n  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i n  F i g u r e  B - 3 0  i s  0 . 0 0 6 1 .
F o r  t h e  s o l u t i o n  ( l i L ) 2  =  0 . 0 1  a n d  W p  d  =  0 . 0 7 2 5  t h e  d o m i n a n t  f r e q u e n c v  i s
W N n . .
t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a t  w h i c h  t h e  e n e r g y  i s  p u t  i n t o  t h e  s y s t e m .  M o s t  o f  t h e  e n e r g y
i s  t h e n  s c a t t e r e d  i n t o  t h e  l o w e r  f r e q u e n c i e s ,  a s  s h o w n  i n  F i g u r e s  B - 3 0  ( a ) ,  ( c ) ,  a n d
( e ) .  T h e r e  a r e  s o  m a n y  d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s  p r e s e n t  t h a t  i t  i s  d i f f c u l t  t o  d i s t i n g u i s h
b e t w e e n  t h e m .
I n  c o n t r a s t ,  F i g u r e  B - 3 0  ( b ) ,  ( d ) ,  a n d  ( f )  s h o w  t h a t  t h e r e  a r e  a  s e l e c t  f e w  f r e q u e n -
c i e s  p r e s e n t  f o r  t h e  s o l u t i o n  ( l i L ) 2  =  0 . 0 0 4  a n d  W p  d  =  0 . 0 7 2 5 .  T h e s e  a r e  l a b e l e d  1 ,
W N  n . .
2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  7 ,  a n d  8 .  A s  w e  e x p e c t  f r o m  s e c t i o n  5 . 4 ,  s o m e  o f  t h e s e  f r e q u e n c i e s ,  p e a k s
4 ,  6 ,  7 ,  a n d  8 ,  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  i n t e g e r  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  T h e
o t h e r  p e a k s ,  1 ,  3 ,  a n d  5 ,  a r e  t h e  f r e q u e n c i e s  w h i c h  a r i s e  w h e n  a  s o l u t i o n  t r a n s i t i o n s
t o  i t s  t u r b u l e n t  s t a t e .  T h e  a p p e a r a n c e  o f  t h e s e  n o n - i n t e g e r  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g
f r e q u e n c y  i n  t h e  s o l u t i o n  ( l i L ) 2  =  0 . 0 0 4  a n d  W p  d  =  0 . 0 7 2 5  i n d i c a t e  t h e  s o l u t i o n  i s
W N  n . .
t r a n s i t i o n i n g  t o  i t s  t u r b u l e n t  s t a t e .
A s  m e n t i o n e d  i n  c h a p t e r  5 ,  w e  h a v e  n o  e x p l a n a t i o n  o f  h o w  t h e s e  f r e q u e n c i e s  a r i s e
a n d  w h a t  t h e i r  r e l a t i o n s h i p  i s  t o  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a n d  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  o f
t h e  s y s t e m .  I n  t h i s  p a r t i c u l a r  e x a m p l e  t h e  f r e q u e n c y  o f  p e a k  1  i s  v e r y  c l o s e  t o  h a l f
t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y ,  p e a k  3  i s  c l o s e  t o  t h r e e  h a l v e s  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a n d  p e a k  5
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i s  c l o s e  t o  f i v e  h a l v e s  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  C o u l d  i t  b e  p o s s i b l e  t h a t  t h e s e  e x t r a  f r e -
q u e n c i e s  a r e  a s s o c i a t e d  t o  r a t i o n a l  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y ?  A l t e r n a t i v e l y ,
p e a k  1  a l s o  h a s  a  f r e q u e n c y  w h i c h  i s  c l o s e  t o  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  f i r s t  w e s t e r n
s u b - b a s i n  m o d e  a n d  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  f i f t h  f u l l  b a s i n  m o d e ,  a n d  p e a k  3
h a s  a  f r e q u e n c y  c l o s e  t o  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  f i r s t  f u l l  b a s i n  m o d e ,  s e e  T a b l e
A . 1 .  H e n c e ,  p e a k  5  c o u l d  r e s u l t  a s  t h e  s u m  o f  t h e  f r e q u e n c i e s  o f  p e a k s  2  a n d  3 .  T h i s
i s  o n l y  s p e c u l a t i o n .
F i g u r e  B - 3 1  s h o w s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  a t  a  p o i n t  f o r  t h e
f o r c i n g  f r e q u e n c y  w P n . d  =  0 . 0 7 2 5  a n d  i n c r e a s i n g  f o r c i n g  s t r e n g t h s  u p  t o  ( ¥ - )  ~  N  =
0 . 0 0 4 .  T h e  i n d i c a t i o n  h e r e  i s  t h a t  t h e  f i r s t  f r e q u e n c y  t h a t  i s  n o t  a  m u l t i p l e  o f  t h e
f o r c i n g  f r e q u e n c y  t o  a p p e a r  i s  t h e  p e a k  3 .
F i g u r e  B - 3 2  s h o w s  t h e  s p a t i a l  c o e f f c i e n t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  f r e q u e n c i e s  o f  p e a k s
1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  7 ,  a n d  8  ( n o t e  t h a t  t h e r e  i s  a l s o  a  p e a k  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s t e a d y
c i r c u l a t i o n  a n d  i s  n o t  l a b e l e d  o n  d i a g r a m ) .  M o s t  p r o m i n e n t  i s  t h e  s e c o n d  f u l l  b a s i n
m o d e  w i t h  r e s o n a n t  f r e q u e n c y  0 . 0 6 8 6  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  A l s o
a p p a r e n t  i s  t h e  a n t i s y m m e t r i c  f i r s t  e a s t e r n  s u b - b a s i n  m o d e  a s s o c i a t e d  t o  t w i c e  t h e
f o r c i n g  f r e q u e n c y ,  a n d  t h e  a n t i s y m m e t r i c  s t r u c t u r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s t e a d y  p a r t
o f  t h e  s o l u t i o n .  W e  w i l  e x p l a i n  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n  w h y  a n t i s y m m e t r y  a b o u t  t h e
m i d - l a t i t u d e  i s  a s s o c i a t e d  t o  a n  e v e n  m u l t i p l e  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .
N o n e  o f  t h e  b a s i n  m o d e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  w h i c h  w e  a s s o -
c i a t e d  w i t h  t h e  p e a k s  1  a n d  3  s e e m  t o  b e  p r e s e n t .  T h i s  m a y  b e  b e c a u s e ,  a s  w e l l  a s
n e e d i n g  a  f o r c i n g  a t  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y ,  w e  a l s o  r e q u i r e  t h e  c o r r e c t  s p a t i a l  s t r u c -
t u r e .  P e r h a p s  t h e  s p a t i a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  f o r c i n g  h a s  s m a l l  p r o j e c t i o n  o n  t h e  b a s i n
m o d e s  a s s o c i a t e d  w i t h  p e a k s  1  a n d  3 .
A l s o  o f  i n t e r e s t  i n  t h e  s p a t i a l  s t r u c t u r e s  o f  t h e  t i m e  F o u r i e r  c o e f f c i e n t s  i s  t h e  f a c t
t h a t  m o s t  o f  t h e s e  o t h e r  f r e q u e n c i e s  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e d d i e s  a t  t h e  t i p  o f  t h e
b a r r i e r  T h i s  i s  a n a l o g o u s  t o  F i g u r e  B - 1 8  i n  s e c t i o n  5 . 4  w h e r e  w e  f o u n d  t h a t  t h e
f r e q u e n c i e s  f o r  t h e  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s  w h e r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e d d i e s  w h i c h  f o r m e d
i n  t h e  w e s t  b a s i n .  O d d l y ,  t h e  e d d i e s  i n  t h e  s o u t h  o f  t h e  b a s i n  a r e  a s s o c i a t e d  t o  t h e
f r e q u e n c i e s  a t  p e a k  1  a n d  3  b u t  t h e  e d d i e s  i n  t h e  t o p  d o  n o t  h a v e  a  s i m i l a r  c o n n e c t i o n .
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T h i s  m a y  b e  a  m a n i f e s t a t i o n  o f  t h e  a s y m m e t r y  o f  t h e  s h a l l o w  w a t e r  e q u a t i o n s  a b o u t
t h e  m i d - l a t i t u d e .
A n o t h e r  L o o k  a t  t h e  Q G - E q u a t i o n
N o w  w e  r e t u r n  t o  e q u a t i o n  ( 5 . 6 )  a n d  u s e  i t  t o  p r e d i c t  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  f o r
t h e  c a s e  o f  b o t h  a n t i s y m m e t r i c  m e r i d i o n a l  f o r c i n g  a n d  s y m m e t r i c  m e r i d i o n a l  f o r c i n g .
I n  o r d e r  t o  s p e c u l a t e  a b o u t  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  o f  t h e  b a r r i e r  p r o b l e m ,
w e  c o n s i d e r  t h e  J a c o b i a n  t e r m  a n d  h o w  i t  w i l  p r o j e c t  o n t o  d i f f e r e n t  m o d e s ,  t h e r e b y
f o r c i n g  t h e s e  m o d e s .  T h e r e f o r e ,  l e t  u s  c o n s i d e r  t h e  t e r m s  i n  t h e  J a c o b i a n  i n  g r e a t e r
d e t a i l
a ~  a n 2 ~  a ~  à n 2 ~
- - - - -
a x  a y  a y  a x
( 6 . 1 )
I n  p a r t i c u l a r ,  w e  a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n
w h i c h  i s  a l w a y s  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  s i n ( n 7 r y ) ' s ,  f o r  n  =  1 , 2 , 3 , .  . .  F o r  a  s u b - b a s i n
m o d e  i t  w o u l d  b e  a  s i n g l e  s i n (  m r y )  w i t h  n  e v e n ;  f o r  a  f u l l  b a s i n  m o d e  i t  w o u l d  b e  a
s u m m a t i o n  o f  s i n ( n 7 r y )  w i t h  o d d  n ' s .  F o r  t h e  m o m e n t ,  w e  w i l  c o n s i d e r  t h e  J a c o b i a n
a c t i o n  o n  a  s i n g l e  s i n (  m r y ) .  T h e  L a p l a c i a n ,  w h i c h  h a s  a  d o u b l e  y - d e r i v a t i v e ,  w i l  n o t
c h a n g e  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  f u n c t i o n .  H o w e v e r  t h e  s i n g l e  y - d e r i v a t i v e  i n  t h e  J a c o b i a n
w i l .  A  t y p i c a l  J a c o b i a n  t e r m  w i l  b e  o f  t h e  f o r m
A ( x )  s i n ( p 7 r y ) B ( x )  c o s ( q 7 r Y )
A ( X ) 2 B ( X )  ( s i n ( ( p  +  q ) 7 r Y )  +  s i n ( ( p  -  q ) 7 r Y ) )  ( 6 . 2 )
T h u s ,  ( 6 . 2 )  b r i n g s  o u t  o u r  m a i n  p o i n t :  i f  p  a n d  q  a r e  b o t h  e v e n ,  o r  b o t h  o d d ,  t h e n
p  +  q  a n d  p  -  q  w i l  b o t h  b e  e v e n .  T h e r e f o r e ,  w h e n e v e r  w e  t a k e  t h e  J a c o b i a n  o f  t w o
s y m m e t r i c ,  o r  t w o  a n t i s y m m e t r i c ,  m o d e s  t h e  r e s u l t  i s  a l w a y s  a n t i s y m m e t r i c  a b o u t
t h e  m i d - l a t i t u d e .  L i k e w i s e ,  i f  e x a c t l y  o n e  o f  p  a n d  q  i s  e v e n  ( a n d  h e n c e  t h e  o t h e r
o d d )  t h e n  p  +  q  a n d  p  -  q  w i l l  b o t h  b e  o d d .  H e n c e ,  t h e  J a c o b i a n  w o u l d  p r o j e c t  o n l y
o n  a  s y m m e t r i c  m o d e  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e .
I n  s u m m a r y ,  t h e  J a c o b i a n  o f  t w o  f u l l  b a s i n ,  o r  s u b - b a s i n ,  m o d e s  p r o j e c t s  o n l y  o n t o
s u b - b a s i n  m o d e s  a n d  t h e  J a c o b i a n  o f  o n e  f u l l  b a s i n  a n d  o n e  s u b - b a s i n  m o d e  p r o j e c t s
o n l y  o n t o  f u l l  b a s i n  m o d e s .
W e  h a v e  s e e n  i n  o u r  a n a l y s i s  o f  t h e  b a r r i e r - f r e e  p r o b l e m  t h a t  w h e n  o u r  s o l u t i o n
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i s  w e a k l y  n o n l i n e a r  o n e  o f  t h e  f i r s t  e f f e c t s  i s  t h a t  f r e q u e n c i e s  e q u a l  t o  m w p  a p p e a r
w h e r e  m  i s  a n  i n t e g e r .  F o r  e x a m p l e ,  w h e n  w e  t a k e  t h e  J a c o b i a n  o f  t w o  t e r m s  w h i c h
b o t h  o s c i l a t e  a t  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  W p ,  t h e  m o d e s  f o r  w h i c h  t h i s  J a c o b i a n  p r o j e c t s
o n t o  w i l  t h e n  o s c i l a t e  a t  t h e  f r e q u e n c i e s  0  a n d  2 w p .  E x t e n d i n g  t h i s  r e a s o n i n g ,  w e
o b t a i n  m a n y  t e r m s  w h i c h  o s c i l a t e  a t  f r e q u e n c i e s  w h i c h  a r e  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g
f r e q u e n c i e s .
W e  c o n c l u d e  t h a t  i f  w e  f o r c e  t h e  b a s i n  w i t h  a  f o r c i n g  w h i c h  i s  p u r e l y  s y m m e t r i c
a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  t h e n  t h e  t e r m s  i n  o u r  s o l u t i o n ,  s e e  ( 2 . 1 7 ) ,  w h i c h  a r e  f u l l  b a s i n
m o d e s  s h o u l d  o s c i l a t e  a t  f r e q u e n c i e s  t h a t  a r e  o d d  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .
L i k e w i s e ,  t e r m s  i n  ( 2 . 1 7 )  w h i c h  o s c i l a t e  a t  f r e q u e n c i e s  w h i c h  a r e  e v e n  m u l t i p l e s  o f
t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  s h o u l d  b e  s u b - b a s i n  m o d e s .
T h e  c o n c l u s i o n s  a b o v e  h a v e  s o m e  i n t e r e s t i n g  c o n s e q u e n c e s .  F o r  e x a m p l e ,  i f  w e
c o n s i d e r  t h e  s t e a d y  c i r c u l a t i o n ,  w e  s e e  t h a t ,  w h e t h e r  t h e  f o r c i n g  i s  s y m m e t r i c  o r
a n t i s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e ,  t h e  s t e a d y  c i r c u l a t i o n  w i l  a l w a y s  b e  a s s o c i a t e d
w i t h  s u b - b a s i n  m o d e s .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e r e  w i l  n e v e r  b e  a  s t e a d y  c i r c u l a t i o n
t h r o u g h  t h e  g a p s  i n  t h e  p e r i o d i c a l l y  f o r c e d  s o l u t i o n .  I f  w e  c o n s i d e r  t h e  c i r c u l a t i o n
c o n d i t i o n ,  i t  i s  v e r y  d i f f c u l t  t o  e n v i s i o n  a  s t e a d y  c i r c u l a t i o n  w h i c h  i s  a b l e  t o  g o
t h r o u g h  t h e  g a p s  a n d  s t i l  s a t i s f y  t h e  n o  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n  a b o u t  t h e  b a r r i e r .
T h e s e  h y p o t h e s e s  h a v e  b e e n  c o n f i r m e d  b y  r u n n i n g  t h e  m o d e l  w i t h  f o r c i n g s  w h i c h
a r e  s y m m e t r i c  a n d  a n t i s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  o f  t h e  b a s i n .  F i g u r e  B -
3 3  ( a )  i s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  o f  t h e  s o l u t i o n  f o r c e d  a t  t h e
f r e q u e n c y  W F  d  =  0 . 0 7 2 5  a n d  f o r c i n g  s t r e n g t h  ( § . L ) 2  =  0 . 0 0 2 .  T h e  m e r i d i o n a l
n .  W N
s t r u c t u r e  o f  t h e  f o r c i n g  i s  s y m m e t r i c .  A s  e x p e c t e d ,  t h e  f r e q u e n c i e s  w h i c h  a p p e a r  a r e
i n t e g e r  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  T h e  p e a k s  h a v e  b e e n  l a b e l e d  i n  t h e  s a m e
f a s h i o n  a s  i n  F i g u r e  B - 3 0  ( b ) .  F i g u r e s  B - 3 3  ( b ) ,  ( c ) ,  ( d ) ,  a n d  ( e )  a r e  t h e  c o n t o u r s  o f
t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  s p a t i a l  c o e f f c i e n t s  a s s o c i a t e d  w h i c h  t h e s e  f r e q u e n c i e s .  A s
p r e d i c t e d ,  t h e  c o e f f c i e n t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e v e n  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y
a r e  a n t i s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  a n d  t h e  c o e f f c i e n t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  o d d
m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  a r e  s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e .
S i m i l a r l y ,  F i g u r e  B - 3 4  ( a )  i s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  o f  t h e
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s o l u t i o n  f o r c e d  a t  t h e  f r e q u e n c y  W P n . d .  =  0 . 0 7 2 5  a n d  f o r c i n g  s t r e n g t h  ( 0 /  ) ~ N  =  0 . 0 0 2 .
T h e  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  f o r c i n g  i s  a n t i s y m m e t r i c .  A g a i n  t h e  f r e q u e n c i e s  w h i c h
a p p e a r  a r e  i n t e g e r  m u l t i p l e s  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  T h e  p e a k s  h a v e  b e e n  l a b e l e d
a c c o r d i n g l y  t o  t h e i r  r e l a t i o n  w i t h  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y .  F i g u r e s  B - 3 4  ( b ) ,  ( c ) ,  a n d  ( d )
a r e  t h e  c o n t o u r s  o f  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  s p a t i a l  c o e f f c i e n t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e s e
f r e q u e n c i e s .  A s  p r e d i c t e d ,  a l l  t h e  c o e f f c i e n t s  a r e  a n t i s y m m e t r i c .  T h e  r e s u l t  i n  F i g u r e
B - 3 4  ( b )  i s  a  l i t t l e  u n e x p e c t e d  i n  t h a t  t h e r e  a r e  t w o  j e t s  e x i t i n g  a n d  r e t u r n i n g  t o  t h e
e a s t e r n  s u b - b a s i n .  T h i s  i s  s o m e t h i n g  w e  h a v e  n o t  p r e v i o u s l y  o b s e r v e d .  I t  m i g h t  b e  a
n o n - Q G  e f f e c t  a p p e a r i n g  i n  t h e  s h a l l o w  w a t e r  m o d e l  i n  t h e  r e g i m e  o f  t h e  s m a l l  g a p s  o r
p e r h a p s  i t  m i g h t  b e  t h a t  t h e  a n t i s y m m e t r i c  Q G  m o d e s  r e a l l y  d o  h a v e  s u c h  f e a t u r e s .
O u r  e a r l i e r  a n a l y t i c a l  w o r k  o f  c h a p t e r  3  w o u l d  n o t  h a v e  p r e d i c t e d  s u c h  f e a t u r e s  s i n c e
w e  m a d e  a n  a s s u m p t i o n  o f  u n i f o r m  f l o w  t h r o u g h  t h e  g a p .  I t  m a y  b e  p o s s i b l e  t h a t ,  f o r
t h e s e  s m a l l  l e n g t h  s c a l e s ,  t h e  u n i f o r m  f l o w  t h r o u g h  t h e  g a p  a s s u m p t i o n  b r e a k s  d o w n .
H y s t e r e s i s
A s  m e n t i o n e d  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h i s  c h a p t e r ,  t h e  r u n s  w i t h  a  f o r c i n g  s t r e n g t h  o f
(  0 /  )  ~  N  =  0 . 0 1  i n d i c a t e  t h a t  t h e r e  m i g h t  b e  a  p o s s i b l e  h y s t e r e s i s  b e t w e e n  t h e  s o l u t i o n s
f o r c e d  a t  W P n . d .  =  0 . 0 7 5  a n d  w P n . d .  =  0 . 0 7 7 5 .  A  p r e l i m i n a r y  i n v e s t i g a t i o n ,  o f  t h e  t y p e
c a r r i e d  o u t  f o r  F i g u r e  B - 2 2 ,  t o  l o o k  f o r  t h i s  p o s s i b l e  h y s t e r e s i s  w a s  c o n d u c t e d  b y
i n i t i a l i z i n g  a  r u n  a t  a  f o r c i n g  f r e q u e n c y  o f  w P n . d .  =  0 . 0 7 7 5  w i t h  t h e  r e s u l t s  f r o m  t h e
r u n  f o r c e d  a t  W P n . d .  =  0 . 0 7 5  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  N o  h y s t e r e s i s  w a s  f o u n d .
A n o t h e r  a t t e m p t  w a s  m a d e  t o  f i n d  a  p o s s i b l e  h y s t e r e s i s  a t  t h e s e  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s
o f  W p  d  =  0 . 0 7 5  a n d  0 . 0 7 7 5  a n d  s t r e n g t h  ( & L ) 2  =  0 . 0 1  f o r  a  r e g i m e  o f  s m a l l  b o t t o m
n . W N
f r i c t i o n s ,  ¥  =  0 . 0 0 1 .  F i g u r e  B - 3 6  p l o t s  t h e  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e s e  r u n s  v s
t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s .  T h e  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n  r u n s  a r e  m a r k e d  b y  
a s t e r i s k s  ( * )  a n d
t h e  r u n  w P n . d .  =  0 . 0 7 7 5  i n i t i a l i z e d  w i t h  t h e  s o l u t i o n  f r o m  w P n . d .  =  0 . 0 7 5  i s  m a r k e d  b y
a  c i r c l e  ( 0 ) .  A s  c a n  b e  s e e n  f r o m  F i g u r e  B - 3 6 ,  t h e s e  t w o  s o l u t i o n  h a v e  d i f f e r e n t  e n e r g y
l e v e l s ,  i n d i c a t i n g  t h a t  w e  h a v e  f o u n d  a  h y s t e r e s i s .  F i g u r e  B - 3 7  p l o t s  t h e  i n t e g r a t e d
k i n e t i c  e n e r g y  v e r s u s  t i m e  f o r  t h e  t w o  s o l u t i o n s  f o r c e d  a t  w P n . d .  =  0 . 0 7 7 5 .  T h e  d o t t e d
l i n e  i n d i c a t e s  t h e  s o l u t i o n  w a s  i n i t i a l i z e d  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  t h e  s o l i d  l i n e
i n d i c a t e s  t h e  s o l u t i o n  w a s  i n i t i a l i z e d  w i t h  t h e  s o l u t i o n  f r o m  w P n . d .  =  0 . 0 7 5 .  A s  w e  c a n
7 0
s e e ,  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  f o r  t h e  z e r o  i n i t i a l i z e d  s o l u t i o n  i s  c o n s i s t e n t l y  l o w e r ,  a s s u r i n g
u s  t h a t  F i g u r e  B - 3 6  i s  a n  a c c u r a t e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e i r  r e l a t i v e  k i n e t i c  e n e r g i e s .
F i n a l l y ,  F i g u r e  B - 3 8  c o n t o u r s  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n s  f o r  t h e s e  t w o  s o l u t i o n s .  C l e a r l y ,
F i g u r e  B - 3 8  ( a )  ( t h e  z e r o  c o n d i t i o n  i n i t i a l i z e d  s o l u t i o n )  i s  i n  a  m o r e  l i n e a r  r e g i m e
t h a n  F i g u r e  B - 3 8  ( b )  ( t h e  n o n - z e r o  i n i t i a l i z e d  s o l u t i o n ) .
A l l  i n d i c a t i o n s  a r e  t h a t  w e  h a v e  f o u n d  a  s i m i l a r  h y s t e r e s i s  t o  t h a t  i n  s e c t i o n  5 . 4
f o r  t h e  b a r r i e r  f r e e  s o l u t i o n .  T h e  h y s t e r e s i s  s e e m s  t o  c o r r e s p o n d  t o  t h e  s o l u t i o n
t r a n s i t i o n i n g  t o  a  t u r b u l e n t  s o l u t i o n  i n  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n .  I t  w o u l d  b e  i n t e r e s t i n g
t o  s e e  i f  t h e r e  i s  a n o t h e r  h y s t e r e s i s  f o r  t h e  b a r r i e r  p r o b l e m  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e
s o l u t i o n  t r a n s i t i o n i n g  t o  a  t u r b u l e n t  s o l u t i o n  i n  t h e  w e s t e r n  b a s i n .  T o  s e a r c h  f o r
t h i s  o n e  w o u l d  h a v e  t o  f o r c e  t h e  s o l u t i o n  a t  a  l o w e r  f o r c i n g  s t r e n g t h ,  s t a r t i n g  w i t h  a
s o l u t i o n  w h i c h  w a s  w e a k l y  l i n e a r  t h r o u g h o u t  t h e  b a s i n  a n d  t h e n  l o o k  f o r  a  t r a n s i t i o n
t o  t u r b u l e n c e  i n  t h e  w e s t e r n  b a s i n .
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C h a p t e r  7
C o n c l u s i o n s
W e  h a v e  e x a m i n e d  t h e  l i n e a r  a n d  n o n l i n e a r  s t e a d y  p e r i o d i c  f o r c e d  p r o b l e m s  o f  b a s i n s
b o t h  w i t h  a n d  w i t h o u t  a  m e r i d i o n a l  b a r r i e r .
W h e n  t h e  b a r r i e r  w a s  i n c l u d e d  w e  w e r e  p r i m a r i l y  i n t e r e s t e d  i n  h o w  a n  e a s t e r n
s u b - b a s i n  f o r c i n g  c o u l d  p r o d u c e  a  s t r o n g  r e s p o n s e  i n  t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n  w h e n
t h e r e  w e r e  o n l y  t w o  v e r y  n a r r o w  g a p s  f o r  c o m m u n i c a t i o n  b e t w e e n  t h e  s u b - b a s i n s .  W e
s a w  t h a t  t h e  s t r o n g  w e s t e r n  s u b - b a s i n  r e s p o n s e  w a s  d u e  t o  t h e  n e c e s s i t y  o f  s a t i s f y i n g
t h e  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n ,  w h i c h  w a s  s i m p l y  a n  a p p l i c a t i o n  o f  K e l v i n ' s  t h e o r e m  a b o u t
t h e  b a r r i e r .  H o w e v e r ,  w e  a l s o  f o u n d  i t  w a s  i m p o s s i b l e  t o  e x c i t e  p u r e l y  a n t i s y m m e t r i c
w e s t e r n  s u b - b a s i n  m o d e s  w h e n  t h e  f o r c i n g  w a s  c o n t a i n e d  i n  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n .
I n t e r e s t i n g l y ,  w e  f o u n d  s o m e  s y m m e t r i c  f u l l  b a s i n  m o d e s  w h i c h  h a d  f e a t u r e s  o f  w e s t e r n
a n d  e a s t e r n  s u b - b a s i n  m o d e s .
Q u i t e  a  b i t  o f  t i m e  w a s  s p e n t  e x a m i n i n g  t h e  e f f e c t s  o f  a  s y m m e t r i c  f o r c i n g  v e r s u s
a n  a n t i s y m m e t r i c  f o r c i n g  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e .  F u l l  b a s i n  m o d e s  w e r e  s y m m e t r i c
a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  a n d  c o u l d  n o t  s a t i s f y  t h e  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n  o n  o n l y  o n e
s i d e  o f  t h e  b a r r i e r ,  w h e r e a s  s u b - b a s i n  m o d e s  w e r e  a n t i s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  b a r r i e r
a n d  c o u l d  s a t i s f y  t h e  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n  o n  o n l y  o n e  s i d e  o f  t h e  b a r r i e r  T h e r e f o r e ,
i n  t h e  l i n e a r  p r o b l e m ,  o n l y  w h e n  t h e  f o r c i n g  h a d  a  c o m p o n e n t  w h i c h  w a s  s y m m e t r i c
a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  w a s  t h e r e  a n y  w e s t e r n  s u b - b a s i n  r e s p o n s e  a n d ,  i n  a d d i t i o n ,
i f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  w a s  n e a r  a  f u l l  b a s i n  e i g e n f r e q u e n c y  t h e r e  w o u l d  b e  a  v e r y
s t r o n g  w e s t e r n  s u b - b a s i n  r e s p o n s e .
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W e  a l s o  o b s e r v e d  t h a t  t h e r e  i s  a  s u b s e t  o f  s y m m e t r i c  s u b - b a s i n  m o d e s  i n  o u r
o r i g i n a l  s e t  o f  f u l l  b a s i n  m o d e s  i n  s e c t i o n  2 . 2 .  T h i s  i s  a  r e s u l t  t h a t  w o u l d  h a v e  b e e n
d i f f c u l t  t o  p r e d i c t  b y  o n l y  c o n s i d e r i n g  t h e  f o r m u l a s  i n  c h a p t e r  2  ( f r o m  P e d l o s k y  a n d
S p a l l  ¡ 4 J ) .  F r o m  t h e s e  f o r m u l a s ,  i t  i s  q u i t e  c l e a r  t h a t  t h e r e  a r e  a  s e t  o f  s y m m e t r i c  f u l l
b a s i n  m o d e s  a n d  a  s e t  o f  a n t i s y m m e t r i c  s u b - b a s i n  m o d e s .  H o w e v e r ,  i t  i s  n o t  a t  a l l
o b v i o u s  t h a t ,  w i t h i n  t h e  s e t  o f  s y m m e t r i c  f u l l  b a s i n  m o d e s ,  t h e r e  i s  a  s u b s e t  o f  m o d e s
w h o s e  r e s p o n s e  i s  d o m i n a n t  i n  o n l y  o n e  s u b - b a s i n .  T h e  s u b s e t  o f  t h e  s y m m e t r i c  s u b -
b a s i n  m o d e s  d i f f e r  f r o m  t h e  a n t i - s y m m e t r i c  s u b - b a s i n  m o d e s  i n  t h a t  t h e y  r e q u i r e  a
s m a l l  r e s p o n s e  i n  t h e  o p p o s i n g  b a s i n  t o  s a t i s f y  t h e  n o  n e t  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n .  T h e
a n t i s y m m e t r i c  m o d e s ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  h a v e  a b s o l u t e l y  n o  r e s p o n s e  i n  t h e  o p p o s i n g
b a s i n .
I n t e r e s t i n g l y ,  t h e  s u b s e t  o f  s y m m e t r i c  s u b - b a s i n  m o d e s  a r e  a n a l o g o u s  i n  s t r u c t u r e
a n d  f r e q u e n c y  t o  s y m m e t r i c  m o d e s  o f  a  b a s i n  t h e  s i z e  o f  t h e  s u b - b a s i n .  T h i s  o b s e r -
v a t i o n  h a d  a l r e a d y  b e e n  m a d e  f o r  t h e  a n t i s y m I n e t r i c  s u b - b a s i n  m o d e s .  O n e  m i g h t  b e
l e d  t o  b e l i e v e  t h a t  a l l  o f  t h e  m o d e s  f o r  t h e  b a r r i e r  b a s i n  w e r e  a n a l o g o u s  t o  m o d e s  f o r
t h e  b a r r i e r - f r e e  b a s i n .  H o w e v e r ,  w e  h a v e  f o u n d  a t  l e a s t  t w o  f u l l  m o d e s  w h i c h  a r e  n o t
a n a l o g o u s  t o  a n y  b a r r i e r - f r e e  m o d e s .
T h e  e f f e c t s  o f  b o t t o m  f r i c t i o n  w e r e  a l s o  e x a m i n e d  i n  t h e  l i n e a r  p r o b l e m .  S u r p r i s -
i n g l y ,  i t  w a s  f o u n d  t h a t  w h e n  t h e  f r i c t i o n  i n c r e a s e d  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  s y s t e m  a t
a n  o f f  r e s o n a n t  f r e q u e n c y  c o u l d  a c t u a l l y  i n c r e a s e .  T h i s  o c c u r s  b e c a u s e  a l t h o u g h  t h e
r e s o n a n t  p e a k s  a r e  d i m i n i s h i n g  i n  m a g n i t u d e  t h e y  b e c o m e  w i d e r  a n d  m e r g e  t o g e t h e r ,
a n d  s o  a c t u a l l y  i n c r e a s e  t h e  r e s p o n s e  a t  f r e q u e n c i e s  i n  b e t w e e n .
A f t e r  a  q u i c k  r e v i e w  o f  s o m e  p r e v i o u s  w o r k  c a r r i e d  o u t  o n  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r
s o l u t i o n  f o r  t h e  b a r r i e r - f r e e  b a s i n ,  s e e  ¡ 2 J  a n d  ¡ 3 ) ,  w e  e x a m i n e d  t h e  h y s t e r e s i s  o f  t h e
r e s o n a n t  p e a k  a s  t h e  n o n l i n e a r i t y  o f  t h e  p r o b l e m  w a s  i n c r e a s e d  f o r  t h e  b a r r i e r - f r e e
b a s i n  p r o b l e m .  B o t t o m  f r i c t i o n  r e m a i n e d  s m a l l .  I t  w a s  o b s e r v e d  t h a t  o n c e  t h e  p e a k
f o l d e d  t h e r e  w a s  a  " j u m p "  t o  a  t u r b u l e n t  s o l u t i o n  w h i c h  w a s  d e p e n d e n t  o n  t h e  f o r c i n g
f r e q u e n c y  a n d  t h e  f o r c i n g  s t r e n g t h .
A s  i n  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n ,  a  h y s t e r e s i s  w a s  f o u n d  f o r  t h e  v e r y  n o n l i n e a r
r u n s .  M o d e l  r u n s  w e r e  c o n d u c t e d  b o t h  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  w i t h  t h e
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r e s u l t s  o f  r u n s  f o r c e d  w i t h  a  l o w e r  f r e q u e n c y .  T h e  r u n s  w h i c h  w e r e  i n i t i a l i z e d  w i t h
t h e  l o w e r  f o r c i n g  f r e q u e n c y  r u n  r e m a i n e d  n o n l i n e a r  a t  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  t h a n  t h e  r u n s
w i t h  t h e  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d ,  h e n c e ,  a  h y s t e r e s i s  w a s  f o u n d .  I t  i s  s u r p r i s i n g
t h a t  t h e  h y s t e r e s i s  w h i c h  i s  p r e s e n t  i n  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  r e m a i n s  w h e n
t h e  s o l u t i o n  t r a n s i t i o n s  t o  i t s  t u r b u l e n t  s t a t e .  I t  w o u l d  b e  i n t e r e s t i n g  t o  s e e  i f  t h e
d y n a m i c s  o f  t h i s  h y s t e r e s i s  i s  t h e  s a m e  f o r  b o t h  t h e  w e a k l y  n o n l i n e a r  a n d  t u r b u l e n t
c a s e s .
F i n a l l y ,  w e  e x a m i n e d  t h e  n o n l i n e a r  s o l u t i o n s  t o  t h e  b a r r i e r  b a s i n .  T o  b e g i n  w i t h
w e  c o n c e n t r a t e d  o n  t h e  m o r e  p r e d i c t a b l e  w e a k l y  n o n l i n e a r  s o l u t i o n .  I t  w a s  p r e d i c t e d
a n d  c o n f i r m e d  t h a t ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  f o r c i n g  s t r u c t u r e ,  t h e  s t e a d y
c o m p o n e n t  o f  t h e  s o l u t i o n  ( a s  w e l l  a s  a n y  e v e n  m u l t i p l e  o f  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y )
w o u l d  a l w a y s  p r o j e c t  o n t o  t h e  a n t i s y m m e t r i c  s u b - b a s i n  m o d e s .  T h i s  r e s u l t  i s  q u i t e
i n t e r e s t i n g  a n d ,  m o s t  i m p o r t a n t l y ,  t e l l s  u s  t h a t  t h e r e  i s  n e v e r  a n y  s t e a d y  n e t  f l o w
t h r o u g h  t h e  g a p s  o f  t h e  b a r r i e r  i n  t h i s  p e r i o d i c a l l y  f o r c e d  p r o b l e m .  O f  c o u r s e ,  c o n -
s i d e r i n g  t h e  n o  n e t  c i r c u l a t i o n  c o n d i t i o n  a n d  t h e  r i g i d  l i d  o f  t h e  m o d e l ,  i t  w o u l d  b e
h a r d  t o  i m a g i n e  h o w  o n e  c o u l d  h a v e  a  s t e a d y  f l o w  f r o m  o n e  s u b - b a s i n  t o  t h e  o t h e r .
A  h y s t e r e s i s  w a s  o b s e r v e d  f o r  t h e  f o r c i n g  ( ¥ )  ~ N  =  0 . 0 1  b e t w e e n  t h e  f o r c i n g
f r e q u e n c i e s  o f  W P n . d .  =  0 . 0 7 5  a n d  0 . 0 7 7 5  f o r  t h e  b a r r i e r  b a s i n .  I n  ö r d e r  t o  s e e  t h i s  i t
w a s  n e c e s s a r y  t o  r e d u c e  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  f o r  t h e  p r o b l e m .  T h i s  h y s t e r e s i s  s e e m s  t o
c o r r e s p o n d  t o  a  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  a  w e a k l y  n o n l i n e a r  s t a t e  f o r  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n
a n d  a  t u r b u l e n t  s t a t e  f o r  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n .  D u r i n g  t h i s  t r a n s i t i o n  t h e  w e s t e r n
s u b - b a s i n  s e e m s  t o  b e  c o n t i n u a l l y  i n  a  t u r b u l e n t  s t a t e .  I t  w o u l d  b e  i n t e r e s t i n g  t o  s e e
i f  a  s i m i l a r  h y s t e r e s i s  c o r r e s p o n d s  t o  a  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  a  w e a k l y  n o n l i n e a r  s t a t e  i n
t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n  a n d  a  t u r b u l e n t  s t a t e  f o r  t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n .
W e  a l s o  c o n s i d e r e d  t h e  s i t u a t i o n  i n  w h i c h  t h e  f o r c i n g  i s  o n  t h e  w e s t  s i d e  o f  t h e
b a s i n  a n d  t h e  b a r r i e r  i s  p l a c e d  o n  t h e  e a s t  s i d e  o f  t h e  b a s i n .  T h i s  w a s  d o n e  t o  s e e
i f  t h e  s m a l l  s c a l e s  o f  m o t i o n  o b s e r v e d  i n  t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n  m i g h t  b e  c o n n e c t e d
t o  t h e  s m a l l  
l e n g t h  s c a l e s  i n d u c e d  b y  t h e  g a p s  a n d  t h e  s m a l l  s i z e  o f  t h e  w e s t e r n  s u b -
b a s i n .  A g a i n ,  t h e  s m a l l  s c a l e s  o f  m o t i o n  w e r e  o b s e r v e d  i n  t h e  w e s t  i n d i c a t i n g  t h a t ,
p e r h a p s ,  t h e y  a r e  d u e  t o  t h e  r e f l e c t i o n  o f  s m a l l  s c a l e  e a s t w a r d  p r o p a g a t i o n  R o s s b y
7 4
w a v e s .  S u r p r i s i n g l y ,  n o  s m a l l  s c a l e  m o t i o n s  w e r e  o b s e r v e d  t o  t h e  e a s t  o f  t h e  b a r r i e r ,
s u g g e s t i n g  t h a t  t h e  r e f l e c t i o n  o f  t h e  e a s t w a r d  R o s s b y  w a v e s  d i f f e r s  s o m e h o w  o n  t h e
b a r r i e r  t h a n  o n  t h e  b a s i n  w a l L .  I t  w o u l d  b e  i n t e r e s t i n g  t o  c h e c k  o b s e r v a t i o n s  o f f  a
l o n g  m e r i d i o n a l  c o a s t ,  s u c h  a s  J a p a n ,  t o  s e e  i f  t h e r e  a r e  f e w e r  e d d i e s  t h e r e  t h a n  o n e
w o u l d  e x p e c t  o f f  a  w e s t e r n  b o u n d a r y ,  s u c h  a s  t h e  e a s t  c o a s t  o f  A s i a .
7 5
A p p e n d i x  A
T a b l e s
7 6
B a r r i e r  B a s i n B a r r i e r  F r e e  B a s i n
1  s t  F u l l  B a s i n m = l ,  n = l
w  =  0 . 1 0 5 7
w  =  0 . 1 1 2 5
2 n d  F u l l  B a s i n m = 2 ,  n =  1
w  =  0 . 0 6 8 6 w  =  0 . 0 7 1 2
1  s t  E a s t e r n  S u b - b a s i n m = l ,  n = 2
w  =  0 . 0 6 4 8 w  =  0 . 0 6 4 8
3 r d  F u l l  B a s i n
m = 3 ,  n =  1
w  =  0 . 0 5 0 3
w  =  0 . 0 5 0 3
2 n d  " E a s t e r n "  S u b - b a s i n
m = l ,  n = 3
w  =  0 . 0 4 7 9
w  =  0 . 0 4 7 9
3 r d  E a s t e r n  S u b - b a s i n
m = 2 ,  n = 2
w  =  0 . 0 4 5 6
w  =  0 . 0 4 5 6
4 t h  F u l l  B a s i n
w  =  0 . 0 3 9
5 t h  F u l l  B a s i n
w  =  0 . 0 3 8 1
1  s t " W e s t e r n "  S u b - b a s i n m = l ,  n = 3
w  =  0 . 0 3 5 6
w  =  0 . 0 3 5 6
T a b l e  A . 1 :  C o m p a r i s o n  o f  t h e  n i n e  r e s o n a n t  s o l u t i o n s  i n  F i g u r e s  B - 5  a n d  B - 6  t o  t h e  n o r m a l
m o d e s  f o r  a  b a r r i e r - f r e e  b a s i n  t o  w h i c h  t h e y  r e s e m b l e .  T h e  r e s e m b l a n c e  i s  o b s e r v e d  b o t h
i n  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  s o l u t i o n  a n d  i n  t h e  f r e q u e n c i e s .  F o r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  d o m i n a n t
r e s p o n s e  i s  i n  a  s u b - b a s i n  w e  c o n s i d e r  a  b a s i n  t h e  s a m e  s i z e .  T h e  q u o t a t i o n  m a r k s  i n d i c a t e
t h a t  a  s u b - b a s i n  s o l u t i o n  i s  s y m m e t r i c  a n d  h e n c e  i s  p a r t  o f  t h e  s u b s e t  o f  f u l l  b a s i n  m o d e s
a n d  n o t  a  p a r t  o f  t h e  s e t  o f  a n t i s y m m e t r i c  s u b - b a s i n  m o d e s .
7 7
A p p e n d i x  B




































F i g u r e  B - 1 :  S k e t c h  o f  t h e  s q u a r e  b a r r i e r  b a s i n  w i t h  t h e  m e r i d i o n a l  b a r r i e r  p l a c e d  a t
X i  a n d  t h e  f o r c i n g  a l o n g  t h e  d o t t e d  l i n e  a t  X p .  T h e r e  a r e  t w o  g a p s  o f  w i d t h  d  t o  t h e
n o r t h  a n d  s o u t h  o f  t h e  b a r r i e r
7 9
1 0 1 0
1 0 5
1 0 °
1 0 - 5
0 . 0 3
0 . 0 4
0 . 0 5




1 0 - 5
0 . 0 3 0 . 0 4 0 . 0 5
1 0 1 0
1 0 5
1 0 °
1 0 - 5
1 0 - 1 0
0 . 0 3 0 . 0 4 0 . 0 5
( a )
0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 8
0 . 0 9 0 . 1
0 . 1 1 0 . 1 2
( b )
-  - -
0 . 0 6 0 . 0 7
0 . 0 8 0 . 0 9
0 . 1 0 . 1 1 0 . 1 2
( c )
- - - - - - - - -
0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 8
0 . 0 9
0 . 1 0 . 1 1
0 . 1 2
F i g u r e  B - 2 :  S e m i l o g  p l o t s  o f  I Ø i l  ( -  -  - )  a n d  ( a )  f u l l  b a s i n  v a r i a n c e ,  ( b )  e a s t e r n  s u b -
b a s i n  v a r i a n c e  a n d  ( c )  w e s t e r n  s u  b -  b a s i n  v a r i a n c e  v s  f o r c i n g  f r e q u e n c y  W  P n . d .  f o r  t h e
c a s e  w h e r e  X i  =  0 . 3 ,  X p  =  0 . 7 ,  d  =  0 . 0 5 ,  r  =  1 0 - 8  a n d  t h e  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e  o f








o  0 . 5  1






o  0 . 5  1
















0 . 5 1 0
0 . 5 1
0 0 . 5 1
E C  =  8 8 9 . 1 0 2 2 l l  =  0 . 0 4 7 9 E C  =  - 2 2 4 . 7 0 7 5
l l  =  0 . 0 3 9 E C  =  - 5 4 8 . 3 6 8  l l  =  0 . 0 3 8 1
( g )
o
o  0 . 5  1





o  O ß  1
E C  =  8 3 4 3 4 5 . 8 9 3 8  l l  =  0 . 0 6 8 6
( e )
F i g u r e  B - 3 :  C o n t o u r  p l o t s  o f  
t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n ,  l t P ( x , y ) l ,  f o r
t h e  c a s e  w h e r e  X i  =  0 . 3 ,  X p  =  0 . 7  d  =  0 . 0 5 ,  r  =  1 0 - 8 ,  a n d  t h e  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e
o f  t h e  f o r c i n g  i s  s y m m e t r i c  a b o u t  y  =  0 . 5  .  T h e  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s ,  s h o w n  u n d e r  e a c h
p l o t ,  c o r r e s p o n d  t o  t h e  f i r s t  7  p e a k s  i n  t h e  f u l l  b a s i n  v a r i a n c e  g r a p h  i n  F i g u r e  B - 2  ( a ) .
T h e  v a l u e  E C  s h o w n  t o  t h e  l e f t  o f  e a c h  f o r c i n g  f r e q u e n c y  i s  t h e  c i r c u l a t i o n  o n  t h e








1 0 - 2
0 . 0 3 0 . 0 4 0 . 0 5
0 . 0 6
0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 9







1 0 - 2
0 . 0 3 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 8 0 . 0 9














0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8
0
0 . 2
0 . 4 0 . 6 0 . 8
E C  =  2 . 7 8 4 5 e - 1 5  ú l  =  0 . 0 6 4 8 E C  =  2 . 0 0 4 3 e - 1 5  ú l  =  0 . 0 4 5 6
F i g u r e  B - 4 :  S e m i l o g  p l o t s  o f  ( a )  f u l l  b a s i n  v a r i a n c e ,  ( b )  e a s t e r n  s u b - b a s i n  v a r i a n c e  v s
f o r c i n g  f r e q u e n c y  W P n . d .  P l o t s  ( c )  a n d  ( d )  a r e  c o n t o u r s  o f  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e
e n v e l o p e  f u n c t i o n ,  I  ø (  x ,  y )  I ,  a t  f r e q u e n c i e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  f i r s t  t w o  p e a k s  o f  t h e
f u l l  v a r i a n c e .  X i  =  0 . 3 ,  X p  =  0 . 7 ,  d  =  0 . 0 5 ,  r  =  1 0 - 8  a n d  a n t i s y m m e t r i c  m e r i d i o n a l
s t r u c t u r e  o f  t h e  f o r c i n g  a b o u t  y  =  0 . 5 .
8 2




1 0 - 5
0 . 0 3
0 . 0 4 0 . 0 5
0 . 0 6 0 . 0 7 0 . 0 8
0 . 0 9 0 . 1 0 . 1 1 0 . 1 2





1 0 - 5
0 . 0 3
0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 0 7
0 . 0 8 0 . 0 9
0 . 1 0 . 1 1 0 . 1 2




' /  "
1 0 0
- - - - - - - -
1 0 - 5
0 . 0 3
0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 0 7
0 . 0 8 0 . 0 9
0 . 1 0 . 1 1 0 . 1 2
F i g u r e  B - 5 :  S e m i l o g  p l o t s  o f  I Ø i l  ( -  -  - )  a n d  ( a )  f u l l  b a s i n  v a r i a n c e ,  ( b )  e a s t e r n
s u b - b a s i n  v a r i a n c e  a n d  ( c )  w e s t e r n  s u b - b a s i n  v a r i a n c e  v s  f o r c i n g  f r e q u e n c y  W P n . d .  f o r
X i  =  0 . 3 ,  X p  =  0 . 7 ,  d  =  0 . 0 5 ,  r  =  1 0 - 8 ,  a n d  t h e  a s y m m e t r i c  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e  o f























0 0 . 5 1
0 0 . 5
1 0
0 . 5 1
E C  =  8 8 6 . 8 8 3 6
( J  =  0 . 1 0 5 7 E C  =  5 7 4 8 8 3 . 2 9 7 7
( J  =  0 . 0 6 8 6 E C  =  1 6 . 4 4 6 2




























0 . 5 1
0 0 . 5 1
E C  =  5 9 8 . 1 2 9 8
( J  =  0 . 0 5 0 3 E C  =  - 5 9 3 . 1 9 7
( J  =  0 . 0 4 7 9
E C  =  1 3 . 3 9 4 8













0 . 5 1
0
0 . 5 1
E C  =  - 3 9 6 . 1 8 6 4
( J  =  0 . 0 3 9 E C  =  - 1 7 6 . 0 3 6 2
( J  =  0 . 0 3 8 1
F i g u r e  B - 6 :  C o n t o u r  p l o t s  f o r  X i  =  0 . 3 ,  X p  =  0 . 7 ,  d  =  0 . 0 5 ,  r  =  1 0 - 8 ,  a n d  t h e
a s y m m e t r i c  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  f o r c i n g .  T h e  f o r c i n g  f r e q u e n c i e s ,  u n d e r  e a c h
p l o t ,  c o r r e s p o n d  t o  t h e  f i r s t  n i n e  p e a k s  i n  t h e  f u l l  b a s i n  v a r i a n c e  g r a p h  i n  F i g u r e  5  ( a )
T h e  v a l u e  E C  s h o w n  n e x t  t o  t h e  f o r c i n g  f r e q u e n c y  i s  t h e  c i r c u l a t i o n  o n  t h e  e a s t  s i d e













1 0 - 2
1 0 - 1
- . .
1 0 - -
1 0 - 2
0
0 . 0 5 0 . 1 0 . 1 5
0








1 0 - 2
1 0 - 1
0
0 . 0 5
0 . 1
0 . 1 5 0







1 0 - '
o 0 . 0 5 0 . 1 0 . 1 5
1 0 - 1
o 0 . 0 5 0 . 1 0 . 1 5
F i g u r e  B - 7  S e m i l o g  p l o t s  o f  I  ø  i  I  ( -  -  - )  a n d  f u l l  b a s i n  v a r i a n c e  v s  f o r c i n g  f r e q u e n c y
w P n . d .  f o r  X i  =  0 . 3 ,  X p  =  0 . 7 ,  d  =  0 . 0 5 ,  a n d  a s y m m e t r i c  m e r i d i o n a l  s t r u c t u r e  o f
t h e  f o r c i n g ,  a n d  v a r y i n g  f r i c t i o n  ( a )  r  =  0 . 0 0 0 1 ,  ( b )  r  =  0 . 0 0 1 ,  ( c )  r  =  0 . 0 0 2 5 ,  ( d )
r  =  0 . 0 0 5 ,  ( e )  r  =  0 . 0 1 ,  ( f )  r  =  0 . 0 1 6 7 .
8 5
( a )







































0 . 0 0 2 0 . 0 0 4
0 . 0 0 6
0 . 0 0 8 0 . 0 1 0 . 0 1 2
0 . 0 1 4
0 . 0 1 6
0 . 0 1 8
0 . 0 2
B o t t o m  F r i c t i o n  y


































$ :  0 . 8 -





g  0 . 9
e l
. ~




a ¡  0 . 7
. .
: :
~  0 . 6
Q ;






















o 0 . 0 0 5  0 . 0 1  0 . 0 1 5
B o t t o m  F r i c t i o n  y
0 . 0 2
0 . 4
o 0 . 0 0 5  0 . 0 1  0 . 0 1 5
B o t t o m  F r i c t i o n  y
0 . 0 2
F i g u r e  B - 3 :  T h e  ( a )  f u l l  b a s i n ,  ( b )  e a s t e r n  s u b - b a s i n  a n d  ( c )  w e s t e r n  s u b - b a s i n  v a r i -
a n c e  r e s p o n s e  v s  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  p a r a m e t e r  r  f o r  W P n , d ,  =  0 . 0 8  f o r  t h e  b a r r i e r
b a s i n  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n .
8 6
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Y  =  0 . 0 0 5
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o 0 . 2 0 . 4  0 . 6
Y  =  0 . 0 2
0 . 8
F i g u r e  B - 9 :  C o n t o u r s  o f  t h e  e n v e l o p e  ( i . e .  a b s o l u t e  v a l u e  l ø ( x ,  y ) 1 )  f o r  w P n . d .  =  0 . 0 8
a n d  c e r t a i n  v a l u e s  o f  t h e  b o t t o m  f r i c t i o n  p a r a m e t e r  r  i n  t h e  l i n e a r  b a r r i e r  b a s i n
s o l u t i o n .  ( a )  r  =  0 . 0 0 5 ,  ( b )  r  =  0 . 0 1 ,  ( c )  r  =  0 . 0 1 5 ,  ( d )  r  =  0 . 0 2 .
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0 . 0 5
0 . 0 4 5
0 . 0 4
0 . 0 3 5
0 . 0 3
o :
0 . 0 2 5
0 . 0 2
0 . 0 1 5
0 . 0 1
0 . 0 0 5
0




























1 . 5  2
( W F  -  W ( 2 , 1 ) ) / E




F i g u r e  B - 1 0 :  A m p l i t u d e  r e s p o n s e  c u r v e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  m e t h o d  p r e s e n t e d  i n  ¡ 3 )
T h e  p a r a m e t e r s  k  =  0 ,  m  =  2 ,  n  =  1 ,  f  =  1 ,  a n d ,  1 5  =  0 . 1 2 6  c o r r e s p o n d  t o  o u r  f i r s t
n u m e r i c a l  r u n  w h e r e  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 0 2 .
8 8
X  1 0 1 9
3
I n t e g r a t e d  K i n e t i c  E n e r g y  V a r i a n c e  v s  F o r c i n g  F r e q u e n c y w F
n . d .
; : '  0 . 0 0 2
* -  0 . 0 0 3
n  0 . 0 0 4
0 . 0 0 6
0 . 0 0 8






0 . 0 6 2 5
0 . 0 6 7 5
0 . 0 7 2 5 0 . 0 7 7 5  0 . 0 8 2 5
F o r c i n g  F r e q u e n c y  w F
n . d .
0 . 0 8 7 5
0 . 0 9 2 5
F i g u r e  B - l l :  M e a n  i n t e g r a t e d  k i n e t i c  e n e r g y  v s  f o r c i n g  f r e q u e n c y ,  w P n . d . ,  f o r  t h e  s e r i e s
o f  n u m e r i c a l  r u n s  w i t h  i n c r e a s i n g  n o n l i n e a r i t y  N o t i c e  h o w  t h e  p e a k s  l e a n  t o w a r d s
h i g h e r  f r e q u e n c i e s  a n d  t h e n  u l t i m a t e l y  d i s i n t e g r a t e .  A l s o ,  n o t e  t h e  t r a n s i t i o n  i n
t h e  s o l u t i o n  o c c u r r i n g  a t  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  f r e q u e n c i e s  W P n . d . '  0 . 0 7 7 5 ,  0 . 0 8 ,  0 . 0 8 7 5 ,
a n d  0 . 0 8 5  f o r  t h e  w i n d  f o r c i n g  s t r e n g t h s  ( ¥ - )  ~  N  =  0 . 0 0 4 , 0 . 0 0 6 , 0 . 0 0 8 ,  a n d  0 . 0 1 ,
r e s p e c t i v e l y .
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F i g u r e  B - 2 9 :  C o n t o u r  p l o t s  o f ' l  a t  t w o  d a y  i n t e r v a l s  f o r  t h e  s o l u t i o n  ( ¥ - )  ~  N  =  0 . 0 1
a n d  w P n . d  =  0 . 0 7 2 5 .  T h e  b a r r i e r  i s  p l a c e d  a t  1 4 2 0 k m  t o  t h e  e a s t  a n d  t h e  w i n d  f o r c i n g
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F i g u r e  B - 3 0 :  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  a t  p o i n t s  a l o n g  t h e  m i d - l a t i t u d e .
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F i g u r e  B - 3 8 :  C o n t o u r  p l o t s  o f  e n v e l o p e  f o r  s o l u t i o n s  f o r c e d  a t  ( ¥ -  ) ~ N  =  0 . 0 1 ,  ¥ :  =
0 . 0 0 1 ,  a n d  W P n , d .  =  0 . 0 7 7 5 .  ( a )  i n i t i a l i z e d  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  ( b )  i n i t i a l -
i z e d  w i t h  t h e  s o l u t i o n  f o r c e d  a t  w P n . d .  =  0 . 0 7 5 .
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P r o b l e m
T h e  f o l l o w i n g  a r e  t h e  f u l l  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  v a r i a n c e  f o r  t h e  f u l l  b a s i n ,  t h e  v a r i a n c e
f o r  t h e  w e s t e r n  s u b - b a s i n ,  a n d  t h e  v a r i a n c e  f o r  t h e  e a s t e r n  s u b - b a s i n ,  w h e r e  a  i s  t h e
r e a l  p a r t  o f  a n  ,  b  i s  t h e  i m a g i n a r y  p a r t  o f  a n ,  a n d  c  =  ( w 2 ¡ - y 2 ) '
F  V  =  e C X ¡  , " 0 0  f  I E n l 2  ( e - e x ¡  ( e 2 a X ¡  +  e - 2 a x ¡  _  e 2 i b x ¡  _  e - 2 i b X ¡ )
2  L . n = l  1 .  4  2 a - e  - 2 a - e  2 í b - e  - 2 í b - e
-  ( 2 a ~ e  +  - 2 ~ - e  -  2 í L e  -  _ 2 í 1 b _ J  J  +
( e - C X F  ( e - 2 a ( X ¡ - X F )  +  e 2 a ( X ¡ - x F )  _  e - 2 i b ( x ¡ - x F )  _  e 2 i b ( X ¡ - X F ) )
2 a - e  - 2 a e 2 í - e  - 2 í - e
_ e - e x ¡  ( - -  +  - l  -  - l  -  - i ) J  +
2 a - e  - 2 a - e  2 í b - e  - 2 í b - e
( - e x  ( e - 2 a ( X ¡ - X F )  e 2 a ( X ¡ - x F )  e 2 i b ( x ¡ - x F )  e - 2 i b ( X ¡ - X F ) )
e  F  2 a - e  +  - 2 a - e  -  - 2 í b - e  -  2 í b - e
_ e - e x ¡  ( - -  +  - l  +  - i  _  - l ) )  +
2 a - e  - 2 a - e  - 2 i b - e  2 í b - e
( e - C X F  ( e - 2 a ( X ¡ - X F )  +  e 2 a ( X ¡ - x F )  _  e - 2 i b ( x ¡ - x F )  _  e 2 i b ( X ¡ - X F ) )
2 a - e - 2 a - e  2 i - e  - 2 i b - e
_ e - e x ¡  ( - -  +  - l  +  - l  _  - i ) )  +
2 a - e  - 2 a - e  2 í b - e  - 2 i b - e
(  - e x F  ( e - 2 a ( X ¡ - X F )  e 2 a ( X ¡ - x F )  e 2 i b ( x ¡ - x F )  e - 2 i b ( X ¡ - X F ) )
e  2 a - e  +  - 2 a - e  +  - 2 í b - e  +  2 í b - e
_ e - e x ¡  ( - -  +  - l  +  - i  _  - l ) )  +
2 a - e  - 2 a - e  - 2 í b - e  2 í b - e
( _ e - C X F  ( e 2 a ( X F - I )  +  e - 2 a ( x F - I )  _  e 2 i b ( x F - I )  _  e - 2 i b ( X F - 1 ) )
2 a - e  - a - e 2 í - e  - 2 í - e
+ e - e  ( - -  +  - l  -  - l  -  - i ) J  1 .
2 a - e  - 2 a - e  2 í b - e  - 2 í b - e  f
I C n l 2
4
C ~ D n
4
C n D ; '
4
I D n l 2
4
I B n l 2
4
( C . 1 )
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W V
e C X ¡  " , 0 0  r  I E 4 n l 2
2  L . n = l  ì .
E V
e C X ¡  " , 0 0  r  I C 4 n l 2
2  L . n =  1  ì .
C ; ; D n
4
C n D ~
4
I D n l 2
4
I B n l 2
4
( - e x  ( e 2 a X ¡  e - 2 a x ¡  e 2 ì b x ¡  e - 2 ì b X ¡ )
e  ¡  - + - - - - -
2 - e  - 2 - e  2 i b - e  - 2 i b - e
-  ( 2 a 1 _ e  +  - 2 ~ - e  -  2 i L e  -  _ 2 i 1 b _ J  D
( C . 2 )
( - e x  ( e - 2 a ( X ¡ - X F )  e 2 a ( X ¡ - X F )  e - 2 ì b ( x ¡ - x F )  _  e 2 ì b ( X ¡ - X F ) )
e  F  2 a - e  +  - 2 a - e  -  2 i b - e  - 2 i b - e
_ e - e x ¡  ( - i  +  - i  _  - l  _  - i ) )  +
2 a - e  - 2 a - e  2 i b - e  - 2 i b - e
( - e x  ( e - 2 a ( X ¡ - X F )  e 2 a ( X ¡ - x F )  e 2 ì b ( x ¡ - x F )  e - 2 ì b ( X ¡ - X F ) )
e  F  2 a - e  +  - 2 a - e  -  - 2 i b - e  -  2 i b - e
_ e - e x j  ( - i  +  - i  +  - i  -  - l ) )  +
2 a - e  - 2 a - e  - 2 i b - e  2 i b - e
( e - e x F  ( e - 2 a ( X ¡ - X F )  +  e 2 a ( X ¡ - x F )  _  e - 2 i b ( x ¡ - x F )  _  e 2 ì b ( X ¡ - X F ) )
2 a - e - 2 a - e  2 i - e  - 2 i b - e
_ e - e x j  ( - i  +  - i  +  - l  _  - i ) )  +
2 a - e  - 2 a - e  2 i b - e  - 2 i b - e
(  - e x F  ( e - 2 a ( X ¡ - X F )  e 2 a ( X ¡ - x F )  e 2 ì b ( x j - x F )  e - 2 ì b ( X ¡ - X F ) )
e  2 a - e  +  - 2 a - e  +  - 2 i b - e  +  2 i b - e
_ e - e x ¡  ( - i  +  - i  +  - i  -  - - ) )  +
2 a - e  - 2 a - e  - 2 i b - e  2 i b - e
( - e x  ( e 2 a ( X F - 1 )  e - 2 a ( x F - l )  e 2 ì b ( x F - l )  e - 2 ì b ( X F - 1 ) )
- e  F  2 a - e  +  - 2 a - e  -  2 i b - e  -  - 2 i b - e
+ e - e  ( - i  +  - i  -  - -  -  - i ) )  1 .
2 a - e  - 2 a - e  2 i b - e  - 2 i b - e  r
v a r i a n c e  r e s p e c t i v e l y .
W h e r e  F V ,  E V ,  a n d  W V  d e n o t e s  t h e  f u l l  v a r i a n c e ,  e a s t e r n  v a r i a n c e ,  a n d  w e s t e r n
( C . 3 )
C i r c u l a t i o n  T o  T h e  E a s t  O f  T h e  B a r r i e r
T h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  i s  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  c i r c u l a t i o n  o f  t h e
m e r i d i o n a l  v e l o c i t y  o n  t h e  e a s t e r n  s i d e  o f  t h e  b a r r i e r .  T h e s e  c a l c u l a t i o n s  a r e  s h o w n
o n  a l l  t h e  c o n t o u r  p l o t s  a n d  d e n o t e d  E C .  N o t e  t h a t  t h e  t i m e  d e p e n d e n c e  h a s  b e e n
o m i t t e d  s i n c e  t h e  m a i n  i n t e r e s t  i s  h o w  t h i s  c i r c u l a t i o n  v a r i e s  f o r  e a c h  s p a t i a l  m o d e .
E C  =  r 1 - d  v + ( x i ) d y  =  f :  ( - i k Ø n ( X I )  +  å Ø ~ ( X I ) )  c o s ( m r d ) ( l  -  ( _ 1 ) n )  ( C . 4 )
J d  n = l X  m
D u e  t o  t h e  ( 1  -  ( _ I ) n )  t e r m  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  m o d e s  w h i c h  a r e  a n t i s y m m e t -
r i c  a b o u t  t h e  m i d - l a t i t u d e  a n d  c o r r e s p o n d  t o  e v e n  F o u r i e r  c o m p o n e n t s  m a k e  a  z e r o
c o n t r i b u t i o n  t o  E C .
1 1 8
Bibliography
¡i J J.K. Atherton. Forced rossby waves in a basin with a meridional barrier and
bottom friction. Il Nuovo Cimento, 23, 2000.
¡2) J. Pedlosky. A study of the time dependent ocean circulation. Tellus, 22, 1965.
¡3J J. Pedlosky. Fluctuating winds and the ocean circulation. Tellus, 19, 1967.
¡4J J. Pedlosky and M.A. Spall. Rossby normal modes in basins with barriers.
J. Phys. Oceanogr., 29, 1999.
¡5) Joseph Pedlosky. Geophysical Fluid Dynamics. Springer-Verlag, 1987
¡6) Joseph Pedlosky. Ocean Circulation Theory. Springer-Verlag, 1996.
¡7J J. Pedlosky. The transmission and transformation of baroclinic Rossby waves by
topography. J. Phys. Oceanogr., 30, 2000.
¡8) J. Pedlosky, L. J. Pratt, M.A. Spall, and K. R. Helfrich. Circulation around islands
and ridges. J. Mar. Res., 55, 1997.
¡9) J. S. Godfrey. A Sverdrup model of the depth integrated flow for the world ocean
allowing for island circulations. Geophys. Astrophys. Fluid Dyn., 45, 1989.
¡10) D. B. Chelton, and M.G. Schlax Golbal observations of oceanic Rossby waves.
Science, 272, 1996.
119
